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THE´ORIE DE BRUHAT-TITS POUR LES GROUPES
QUASI-RE´DUCTIFS
JOA˜O LOURENC¸O
Re´sume´. SoientK un corps discre`tement value´ et hense´lien,O son anneau d’entiers suppose´
excellent, κ son corps re´siduel suppose´ parfait et G un K-groupe quasi-re´ductif, c’est-a`-dire
lisse, affine, connexe et a` radical unipotent de´ploye´ trivial. On construit l’immeuble de
Bruhat-Tits I(G,K) pour G(K) de fac¸on canonique, ame´liorant les constructions moins
canoniques de M. Solleveld sur les corps locaux, et l’on associe un O-mode`le en groupes
GΩ de G a` chaque partie non vide et borne´e Ω contenue dans un appartement de I(G,K).
On montre que les groupes parahoriques Gf attache´s aux facettes peuvent eˆtre caracte´rise´s
en fonction de la ge´ome´trie de leurs grassmanniennes affines, ainsi que dans la the`se de T.
Richarz. Ces re´sultats sont applique´s ailleurs a` l’e´tude des grassmanniennes affines tordues
entie`res.
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1. Introduction
La the´orie des immeubles de F. Bruhat et J. Tits, cf. [BT72] et [BT84], pour les groupes
re´ductifs sur un corps value´ est un outil surtout combinatoire, mais aussi sche´matique, qui
a connu un succe`s e´norme, tant en the´orie des repre´sentations qu’en ge´ome´trie alge´brique
arithme´tique. Le but principal de ce travail est d’e´tendre toute cette the´orie aux groupes
quasi-re´ductifs sur les corps discre`tement value´s, excellents et re´siduellement parfaits, dont
des indications fortes sont de´ja` parus depuis longtemps dans le travail [Oes84] de J. Oesterle´
sur les nombres de Tamagawa, ou` des diverses proprie´te´s arithme´tiques des groupes unipo-
tents ploye´s ont e´te´ remarque´es pour la premie`re fois, et aussi dans l’excellent livre [BLR90]
de S. Bosch, W. Lu¨tkebohmert et M. Raynaud, dans lequel le mode`le de Ne´ron (locale-
ment de type fini) des groupes quasi-re´ductifs nilpotents fut construit, cf. 10.2 de [BLR90].
Plus re´cemment, la classification des groupes pseudo-re´ductifs a permis de se battre avec
tels phe´nome`nes dans des cadres assez ge´ne´raux, comme exemplifie´ par : la de´monstration
[Co12] par B. Conrad de la finitude des nombres de Tamagawa pour les groupes alge´briques
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line´aires ; la construction par M. Solleveld en [Sol18] des immeubles de Bruhat-Tits pour
les groupes quasi-re´ductifs sur les corps locaux, bien que des de´compositions de Cartan et
d’Iwasawa ; et la preuve [Ros18] de la dualite´ de Tate pour les groupes commutatifs pseudo-
re´ductifs par Z. Rosengarten.
De´crivons les protagonistes de cet article, a` savoir les groupes pseudo- et quasi-re´ductifs.
Soient K un corps commutatif et G un K-groupe affine, lisse et connexe. Alors G est dit
pseudo-re´ductif (resp. quasi-re´ductif) s’il ne contient aucun sous-groupe distingue´ non trivial,
qui soit lisse, unipotent et connexe (resp. et de plus de´ploye´). A. Borel et J. Tits avaient
de´ja` annonce´ sans de´monstration en [BoT78], que cette classe partage une grande quantite´
de proprie´te´s en commun avec les groupes re´ductifs, comme par exemple, l’existence d’un
syste`me de racines relatif Φ(G, S), des sous-groupes radiciels associe´s aux racines, d’une
bonne notion de sous-groupes pseudo-paraboliques, et des the´ore`mes de conjugaison de ces
derniers bien que des tores de´ploye´s maximaux.
Ne´anmoins, il s’agit d’une de´couverte re´cente de B. Conrad, O. Gabber et G. Prasad
[CGP15], comple´te´e a` la caracte´ristique p = 2 lorsque [K : K2] > 2 en [CP16], qu’il est
loisible de classifier les groupes pseudo-re´ductifs de fac¸on e´le´gante. Comme cela est tou-
jours remplit par les corps ultrame´triques re´siduellement parfaits et a` comple´te´ se´parable,
on supposera dore´navant qu’on a toujours [K : Kp] ≤ p. Alors le the´ore`me principal de
[CGP15] affirme que tout groupe pseudo-re´ductif G s’obtient a` partir de certains groupes
pseudo-re´ductifs primitifs, en prenant des restrictions des scalaires, des produits et en modi-
fiant le Cartan. Plus pre´cise´ment, soient K ′ une K-alge`bre finie re´duite, G′ un K ′-groupe a`
fibres pseudo-re´ductives primitives, C ′ un Cartan fixe de G′ et C un groupe pseudo-re´ductif
commutatif ope´rant sur RK ′/KG
′ de telle sorte que RK ′/KC
′ soit fixe´ ; alors, le quadruple
(K ′/K,G′, C ′, C) est de´nomme´ une pre´sentation de G = (C ⋉ RK ′/KG
′)/RK ′/KC
′ et tout
groupe pseudo-re´ductif admet une telle pre´sentation, qui ne de´pend que du choix d’un Car-
tan C de G. Il ne reste qu’a` e´claircir le sens du mot primitif, qu’on applique pour de´crire
les trois classes suivantes : les groupes re´ductifs, semi-simples, simplement connexes et abso-
lument presque simples ; les groupes exotiques basiques, qui n’existent qu’en caracte´ristique
p = 2 ou 3 et dont le diagramme de Dynkin du syste`me de racines irre´ductible posse`de une
areˆte e´tiquete´e avec p ; les groupes absolument non re´duits basiques note´s BCn, qui sont les
seuls groupes pseudo-de´ploye´s dont le syste`me de racines est non-re´duit de type BCn. On
signale que ces constructions en petites caracte´ristiques e´taient de´ja` parues dans l’œuvre
de J. Tits, cf. [Ti84] et [Ti89], lequel a e´te´ motive´ par des re´alisations entie`res de certains
groupes associe´s aux alge`bres de Kac-Moody affines tordues, voir aussi [Ti87] et [Ti92].
Soit maintenant (K,ω) un corps discre`tement value´, hense´lien, excellent et re´siduellement
parfait. E´tant donne´ un groupe quasi-re´ductif G sur K, le but pre´sent est de construire
des donne´es radicielles value´es, des immeubles et des sche´mas en groupes parahoriques. Il
faut dire que la partie combinatoire, n’impliquant que les points rationnels de G, a de´ja` e´te´
traite´e par M. Solleveld, en exploitant crucialement le fait que, par exemple pour un groupe
exotique basique G, les points rationnels G(K) co¨ıncident avec ceux de son cousin de´ploye´
G, ou que le groupe des points rationnels de BCn s’identifie a` Sp2n(K
1/2). Une telle approche
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devient toutefois proble´matique lorsqu’on veut traiter de questions sche´matiques (et meˆme la
de´finition d’une donne´e radicielle value´e est subtile, en vertu de ce que l’application G→ G
induit une bijection non additive entre leurs syste`mes de racines). Par conse´quent, on partira
du ze´ro en de´finissant ces structures combinatoires, essayant de traiter les facteurs primitifs
de G aussi e´galitairement que possible.
The´ore`me 1.1. Soient K un corps discre`tement value´, hense´lien, O son anneau d’entiers
suppose´ excellent et κ son corps re´siduel suppose´ parfait. Soient G un groupe quasi-re´ductif
sur K, S un tore maximal de´ploye´ de G, Z := ZG(S) le centralisateur de S et Ua le sous-
groupe radiciel attache´ a` a ∈ Φ := Φ(G, S). L’ensemble des valuations ϕ = (ϕa) de la donne´e
radicielle abstraite (Z(K), Ua(K))a∈Φ forme´es de celles qui sont compatibles a` ω, c’est-a`-dire
telles que ϕa(zuz
−1)− ϕa(u) = ω(a(z)), pour tout z ∈ Z(K), a ∈ Φ et u ∈ Ua(K), porte la
structure d’un espace affine non vide dont l’espace vectoriel re´el sous-jacent V s’identifie au
sous-espace de X∗(S)⊗ R engendre´ par Φ∨.
Nous notons que la preuve de ce the´ore`me se fait en deux e´tapes : premie`rement, on
suppose que G est quasi-de´ploye´ et l’on fait usage de certains quasi-syste`mes de Chevalley
de Gpsre´d ; puis on utilise toute la the´orie de Bruhat-Tits de´veloppe´e dans le cas quasi-
re´ductif (voir le the´ore`me ci-dessous) pour descendre les valuations le long de l’extension
non ramifie´e K → Knr. L’espace affine de ce the´ore`me est l’appartement A(G, S,K) associe´
au tore maximal de´ploye´ S de G, il admet une structure de complexe simplicial engendre´e
par les hyperplans ∂αa,k := {v ∈ V : a(v) + k = 0}, k ∈ Γϕa , qui ne de´pendent pas du choix
d’une origine ϕ, sur lequel les points rationnels N(K) du normalisateur N de S ope`rent.
Pour de´finir le immeuble de Bruhat-Tits I(G,K), il suffit de recoller tous les appartements
A(G, gSg−1, K), en reque´rant que chaque ψ = ϕ+ v appartenant a` A(G, S,K) soit fixe´ par
le sous-groupe parahorique Pψ engendre´ par Z(O) et les Ua,−a(v) := ϕ−1a ([−a(v),+∞]), ou`
l’on note Z l’unique O-mode`le en groupes parahorique de Z.
Le prochain objectif est la construction des mode`les en groupes entiers GΩ de G associe´s
a` une partie non vide et borne´e Ω contenue dans un appartement de I(G,K), dont la
proce´dure consistera a` de´finir auparavant les mode`les correspondants Z de Z, resp. Ua,Ω de
Ua pour toute racine non divisible a ∈ Φnd, et ensuite a` les recoller en GΩ a` l’aide de lois
birationnelles. Observons qu’on aura besoin comme pre´ce´demment de traiter en priorite´ le
cas quasi-de´ploye´, pour en de´duire le ge´ne´ral par descente non ramifie´e. En tout cas, les
the´ore`mes de structure peuvent eˆtre e´nonce´s comme suit :
The´ore`me 1.2. Pour chaque partie non vide et borne´e Ω d’un appartement de I(G,K),
il existe un plus grand mode`le en groupes GΩ lisse, affine et connexe de G tel que GΩ ⊗
K = G et GΩ(Onr) fixe Ω. Si Ω = f est une facette, alors ses sous-facettes correspondent
bijectivement aux k-sous-groupes paraboliques de Gf ,s := Gf ⊗ k par l’application f ’ < f 7→
Qf ’,f := im(Gf ’,s → Gf ,s). De plus, on a Pf ’ = Qf ’,f (k)×Gf ,s(k) Pf .
Enfin on de´crit le lien entre les mode`les parahoriques G et la projectivite´ d’un certain
ind-sche´ma parfait, appele´ la grassmannienne affine GrG de G, qui parame`tre les G-torseurs
sur SpecWO(R) trivialise´s au-dessus de SpecWO(R)⊗K. Il a e´te´ justement pour analyser
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ces espaces (voir l’article [Lou19] qui e´tendre quelques re´sultats de [PR08] et/ou [PZ13]), que
nous fuˆmes conduits a` de´velopper la the´orie de Bruhat-Tits pour les groupes quasi-re´ductifs.
The´ore`me 1.3. Soient K un corps discre`tement value´, complet et re´siduellement parfait,
O son anneau d’entiers et G un O-groupe lisse et affine. Pour que la grassmannienne affine
GrG de G soit ind-projective, il faut et il suffit que G0 soit un mode`le parahorique de sa fibre
quasi-re´ductive.
On en tire aussitoˆt un corollaire concernant la projectivite´ ge´ne´rique de la grassmannienne
affine globale de A. Beilinson et V. G. Drinfeld [BD96], qui permet de ge´ome´triser une vieille
conjecture de [BLR90] sur les mode`les de Ne´ron globales.
Leitfaden. Le 2 rappelle au lecteur les notions fondamentales de la the´orie des groupes
pseudo-re´ductifs et quasi-re´ductifs ainsi que certains concepts nouveaux concernant ceux-
ci dont on aura besoin dans la suite. Ensuite le 3 introduit les donne´es radicielles value´es,
les appartements et les immeubles. Enfin, dans 4 nous construisons les sche´mas en groupes
attache´s aux parties borne´es contenues dans un appartement de l’immeuble, e´tudions leurs
radicaux unipotents ainsi que le lien entre les groupes parahoriques et les sous-groupes pa-
raboliques de la fibre spe´ciale. Le 5 donne un crite`re ge´ome´trique de parahoricite´ en termes
des grassmanniennes affines.
Remerciements. Le pre´sent travail est sans aucun doute immense´ment redevable a` F. Bru-
hat et J. Tits, qui avaient de´ja` de´veloppe´ la machinerie ne´cessaire pour e´tudier les groupes
quasi-re´ductifs sur un corps discre`tement value´ et hense´lien. J’ai profite´ aussi de ma partici-
pation a` l’e´cole d’e´te´ ≪ Immeubles et grassmanniennes affines ≫, durant laquelle j’ai e´crit et
pre´sente´ une partie de mes travaux. D’ailleurs j’ai entrepris des conversations inte´ressantes
sur ce the`me avec B. Conrad, A. Ivanov, G. Prasad, T. Richarz, P. Scholze et M. Solleveld.
Je suis tre`s reconnaissant a` M. Santos, P. Scholze et au rapporteur de leurs suggestions pour
ame´liorer ce manuscrit. Cet article a e´te´ re´dige´ dans le cadre et avec le soutien du Sonderfor-
schungsbereich/Transregio 45, ainsi que du Leibniz-Preis de la Deutsche Forschungsgemein-
schaft attribue´ au Prof. Dr. Peter Scholze.
Notations. Sauf mentionne´ autrement, tous les corps a` partir de 3.1 seront suppose´s discre`tement
value´s, hense´liens, excellents (a` savoir, Kˆ/K est une extension se´parable) et re´siduellement
parfaits. On note RB/A le foncteur de restriction des scalaires le long d’une extension finie
et plate d’anneaux noethe´riens A → B. Les immeubles conside´re´s seront presque toujours
re´duits et note´s I(G,K) ; leurs variantes e´largies seront note´es I1(G,K).
2. Rappels sur la the´orie des groupes
Dans la suite on va rappeler et e´noncer quelques proprie´te´s qui concernent les groupes
quasi-re´ductifs, en s’appuyant sur les travaux de B. Conrad, O. Gabber et G. Prasad, cf.
[CGP15], [CP16].
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2.1. Commenc¸ons par rappeler au lecteur la notion du K-radical unipotent Ru,KG d’un K-
groupe affine, lisse et connexe G : c’est le plus grand sous-groupe lisse, connexe, unipotent
et distingue´ de G de´fini sur K. Le groupe G est dit pseudo-re´ductif si Ru,KG est trivial, dont
l’exemple prototypique est la restriction des scalaires a` la Weil G = RK ′/KG
′ d’un groupe
re´ductif G′ le long d’une extension de corps K ′/K purement inse´parable, G n’e´tant re´ductif
que lorsque K ′ = K ; nous allons expliquer leur classification au prochain paragraphe. De
manie`re analogue, on de´finit le radical unipotent de´ploye´ Rud,KG en exigeant de plus que
le sous-groupe unipotent soit de´ploye´, c’est-a`-dire il posse`de une suite croissante de sous-
groupes unipotents et connexes a` pie`ces gradue´es conse´cutives isomorphes a` Ga, ce qui ne
se produit pas force´ment au-dessus des corps imparfaits. Les groupes a` radical unipotent
de´ploye´ trivial sont appele´s quasi-re´ductifs, cf. [BT84], 1.1.11., dont les unipotents parmi eux
s’appellent ploye´s. On va tout d’abord e´claircir les the´ore`mes structuraux valides pour les
groupes pseudo-re´ductifs et quasi-re´ductifs, dont la presque totalite´ avait e´te´ de´ja` annonce´e
par A. Borel et J. Tits en [BoT78].
Soient K un corps et G un K-groupe quasi-re´ductif. Les K-tores de´ploye´s maximaux de
G forment une seule classe de conjugaison sous G(K) d’apre`s le th. C.2.3 de [CGP15] et
conside´rons un tel sous-tore S. Le syste`me de racines Φ := Φ(G, S) est l’ensemble des poids
de S dans l’alge`bre de Lie LieG pour la repre´sentation adjointe, il porte la structure d’un
syste`me de racines dans le Q-espace vectoriel de X∗(S)⊗Q engendre´ par les racines et peut
eˆtre meˆme promu a` une donne´e radicielle (X∗(S),Φ
∨, X∗(S),Φ) (cf. th. C.2.15 de [CGP15]).
D’autre part, on peut conside´rer aussi le syste`me de racines absolu Φ˜ = Φ(GKse´p , TKse´p), ou` T
de´signe un tore maximal de G contenant S, sur lequel le groupe galoisien Γ := Gal(Kse´p/K)
ope`re, de sorte que les racines Φ correspondent bijectivement aux Γ-orbites dans Φ˜ dont la
restriction a` S ne s’annule pas. Quant aux K-sous-groupes pseudo-paraboliques P de G,
ils peuvent eˆtre de´finis de fac¸on dynamique, pour laquelle nous renvoyons a` la de´f. 2.2.1 de
[CGP15], ou de fac¸on combinatoire a` conjugaison pre`s comme les seuls sous-groupes connexes
et lisses contenant S dont l’alge`bre de Lie est la somme des espaces propres g0 et ga, ou` a
parcourt une partie parabolique de Φ, cf. lem. C.2.16 de [CGP15]. Selon la prop. B.4.4 de
[CGP15], la seule ope´ration permise d’un tore sur un groupe unipotent ploye´ est l’identite´.
Par suite, le radical unipotent Ru,KG d’un groupe quasi-re´ductif G est contenu dans Z :=
ZG(S), d’ou` une identification canonique Φ(G, S) = Φ(G
psre´d, Spsre´d) et des isomorphismes
Ua ∼= Upsre´da , ou` l’on note G
psre´d le quotient pseudo-re´ductif de G etc. pour les restants
groupes. On remarque que le centralisateur Z de S est quasi-re´ductif et qu’il en est de
meˆme des Cartans de G, lesquels sont de plus nilpotents (et meˆme commutatifs dans le cas
pseudo-re´ductif, voir la prop. 1.2.4 de [CGP15]).
2.2. On peut construire encore d’autres groupes pseudo-re´ductifs en modifiant un Car-
tan : soient K ′ une K-alge`bre finie et re´duite, G′ un K ′-sche´ma en groupes a` fibres pseudo-
re´ductives (c’est-a`-dire, lorsqu’on e´critK ′ =
∏
i∈I K
′
i comme produit de corps, alors G
′ s’e´crit
comme produit
∏
i∈I G
′
i avec G
′
i un groupe pseudo-re´ductif sur K
′
i), C
′ ⊆ G′ un Cartan, C un
K-groupe pseudo-re´ductif commutatif muni d’une ope´ration a` gauche sur RK ′/KG
′ qui laisse
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RK ′/KC
′ stable point par point et d’une application RK ′/KC
′ → C e´quivariante pour l’action
sur RK ′/KG
′ ; alors le K-groupe lisse, affine et connexe G := (RK ′/KG
′⋊C)/RK ′/KC
′ obtenu
en plongeant RK ′/KC antidiagonalement dans le produit semi-direct, est pseudo-re´ductif, cf.
prop. 1.4.3 de [CGP15]. Nous disons que le quadruple (K ′/K,G′, C ′, C) est une pre´sentation
du couple (G,C) (ou parfois, par abus de langage, juste de G, lorsque le Cartan C est sous-
entendu). Le the´ore`me de classification des groupes pseudo-re´ductifs affirme l’existence des
pre´sentations ≪ primitives ≫ dans presque tous les cas :
The´ore`me 2.1 (B. Conrad, O. Gabber et G. Prasad). Soient K un corps tel que [K : K2] ≤
2 lorsque sa caracte´ristique est e´gale a` 2, G un groupe pseudo-re´ductif sur K et C un Cartan
de G. Alors il y a une et une seule pre´sentation (K ′/K,G′, C ′, C) de (G,C) a` isomorphisme
unique pre`s, dont les fibres de G′ sont primitives. De plus, la K-alge`bre K ′ et le K ′-groupe
G′ ne de´pendent que de G a` isomorphisme unique pre`s.
Expliquons le sens du mot ≪ primitif≫ applique´ dans l’e´nonce´. Cela va de´nommer une classe
de certains groupes qui sont minimaux par rapport aux pre´sentations ci-dessus, et qui sont
divise´s en trois volets : le volet re´ductif, forme´ des groupes semi-simples, simplement connexes
et absolument presque simples (et ceci est le seul volet non vide lorsque p ≥ 5) ; l’exotique,
forme´ des groupes pseudo-re´ductifs pseudo-simples exotiques basiques, qui n’existent qu’en
caracte´ristique p = 2 ou 3, lorsque le diagramme de Dynkin posse`de une p-areˆte ; le non
re´duit, forme´ des groupes pseudo-re´ductifs, pseudo-simples et pseudo-de´ploye´s a` syste`me de
racines non re´duit, qui n’existent qu’en caracte´ristique p = 2. Notons encore que l’hypothe`se
[K : K2] ≤ 2 de`s que p = 2 qu’on a faite ne peut meˆme pas eˆtre souleve´e, car sinon les
groupes pseudo-re´ductifs deviennent typiquement n’importe quoi, voir [CP16]. Ceci nous
conduit a` faire dore´navant l’hypothe`se suivante, a` laquelle les corps value´s conside´re´s dans
la suite satisferont automatiquement : on a [K : Kp] ≤ p.
De´crivons alors les bizarreries propres aux caracte´ristiques petites, en commenc¸ant par
ce qu’on appelle les groupes pseudo-re´ductifs exotiques basiques (pseudo-de´ploye´s), dont la
construction repose sur l’existence de diagrammes de Dynkin posse´dant une areˆte e´tiquete´e
avec p, alors de type Bn, Cn, n ≥ 2 ou F4 si p = 2 ou G2 si p = 3. Alors, un groupe
pseudo-re´ductif G sur un corps imparfait K en caracte´ristique p = 2 ou 3 est de´nomme´ exo-
tique basique si le radical unipotent Ru,KalgG est de´fini sur K
1/p 6= K, le quotient re´ductif
G′ := Gre´d
K1/p
de´fini au-dessus de K1/p est semi-simple, absolument presque simple et sim-
plement connexe, dont le diagramme de Dynkin admet une areˆte avec e´tiquette p, et l’ap-
plication correspondante G → RK1/p/KG
′ est une immersion ferme´e identifiant G a` l’image
re´ciproque d’un Levi G¯ de RK1/p/KG¯
′ par la restriction des scalaires de l’isoge´nie tre`s spe´ciale
RK1/p/Kπ : RK1/p/KG
′ → RK1/p/KG¯
′ (voir la construction de [CGP15], 7.1). Re´ciproquement,
pour qu’une telle donne´e (G′, G¯), forme´e d’un K1/p-groupe re´ductif G′ et d’un K-groupe
re´ductif G¯ soumis aux conditions ante´rieures, produise un groupe pseudo-re´ductif en pre-
nant l’image re´ciproque G = (RK1/p/Kπ)
−1(G¯), il faut et il suffit que cette image soit lisse
ou que G¯ soit contenu dans l’image de RK1/p/Kπ, ce qui est typiquement faux, cf. prop. 7.3.1
de [CGP15].
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Exemplifions notamment la construction des groupes pseudo-re´ductifs exotiques basiques
dans le cas pseudo-de´ploye´, qui jouera un roˆle plus important dans la construction des
immeubles. Supposons que G′ := H est un Fp-groupe e´pingle´, presque simple et simplement
connexe, ayant une p-areˆte dans son diagramme de Dynkin. Alors on peut regarder l’isoge´nie
tre`s spe´ciale π comme e´tant de´finie au-dessus de Fp et il s’ave`re que G¯
′ := H¯ est un Fp-
groupe e´pingle´, presque simple et simplement connexe a` diagramme de Dynkin dual, de
telle sorte que l’on ait TH¯ = π(TH), NH¯ = π(NH), WH
≃
−→ WH¯ et que l’endomorphisme
Ga
xa−→ Ua,H
pi
−→ Ua¯,H¯
x−1a¯−−→ Ga soit de la forme t 7→ t (resp. t 7→ tp) lorsque a est longue (resp.
courte), ou` Φ¯ s’identifie au dual de Φ par la re´ciproque de la bijection a ∈ Φ 7→ a¯ ∈ Φ¯.
Il est aise´ de voir que l’image re´ciproque G du Levi H¯ de RK1/p/KH¯ par RK1/p/Kπ satisfait
aux conditions ci-dessus, donc il s’agit d’un groupe pseudo-re´ductif exotique basique pseudo-
de´ploye´ a` syste`me de racines Φ, cf. th. 7.2.3 de [CGP15]. Observons que la grosse cellule de
G peut eˆtre donne´e par les formules suivantes : Z =
∏
a∈∆RKa/Ka
∨(Gm) et Ua = RKa/KGa
dans le groupe pseudo-e´pingle´ RK1/p/KH , ou`Ka = K si a est longue (resp. Ka = K
1/p sinon).
Si p = 2, il existe un autre phe´nome`ne largement inusite´, celui des groupes pseudo-re´ductifs
dont le syste`me de racines absolu n’est pas re´duit. Pour les construire, les auteurs de [CGP15]
conside`rent le groupe G′ = Sp2n canoniquement e´pingle´ a` syste`me de racines de type Cn et
commencent par observer que Φ := Φ′∪(1
2
Φ′∩X∗(T ′)) est un syste`me de racines non re´duit de
type BCn. A` chaque racine ni divisible ni multipliable a (resp. multipliable c, resp. divisible
2c) dans Φ, on lui associe le sous-groupe radiciel Ua = RK1/2/KGa (resp. Uc = RK1/2/KGa×Ga
muni de la loi de groupe additive naturelle, resp. U2c = 1×Ga ⊆ Uc) ; on munit ensuite ces
sous-groupes des applications vers les RK1/2/KU
′
a (resp. RK1/2/KU
′
2c) de´finies par les formules
x 7→ x (resp. (x, y) 7→ αx2 + y, ou` α ∈ K1/2 \ K). 1 Or le th. 9.6.14. de [CGP15] fournit
une loi de groupe sur le K-sche´ma U+ =
∏
a∈Φ+ Ua, qui est inde´pendante de l’ordre mis
sur les facteurs du produit a` un sens convenable et aussi compatible avec la projection sur
RK1/2/KU
′+ ; de plus, si l’on note Z le groupe pseudo-re´ductif commutatif RK1/2/KT
′, alors
il ope`re sur U+ et le sche´ma U+ × w × ZU+ admet une et une seule loi birationnelle stricte
recouvrant celle de la cellule ouverte de Bruhat de RK1/2/KG
′. Le K-groupe G := BCn
e´che´ant est lisse, affine, connexe et meˆme pseudo-re´ductif muni d’un morphisme canonique
π : G → RK1/2/KG
′, dont le noyau est contenu dans le produit des sous-groupes radiciels
multipliables. De plus, son quotient re´ductif ge´ome´trique est de´fini sur K1/2 et s’identifie
a` G′ = Sp2n par l’application de´duite de π par adjonction. Ce groupe pseudo-re´ductif ne
de´pend que de n, ses K-automorphismes sont tous inte´rieures et il ne posse`de pas des K-
formes non triviales. Les groupes isomorphes a` BCn sont de´nomme´s absolument non re´duits
basiques dans [CGP15] (ne faire pas confusion avec le sens du mot ≪ re´duit ≫ en ge´ome´trie
alge´brique !)
1Signalons que Uc → RK1/2/KU
′
2c ne de´pend pas du choix de α, puisque, lorsqu’on se donne β = αr
2 + c
avec r ∈ K1/2, c ∈ K, alors on obtient un et un seul isomorphisme Uc,β → Uc,α, (x, y) 7→ (rx, y + cx
2) qui
pre´serve les applications vers RK1/2/KU
′
2c.
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Rappelons un petit peu de la structure ge´ne´rale des groupes pseudo-re´ductifs qui fut
de´veloppe´e dans [CP16]. Une extension centrale de groupes pseudo-re´ductifs de´rive´s est dite
mode´re´e si le noyau (qui est souvent non lisse) ne contient aucun sous-groupe unipotent et
on peut montrer (voir th. 5.1.4 de [CP16]) qu’il existe une telle extension centrale mode´re´e
universelle G˜ pour chaque groupe G = Gde´r, laquelle s’identifie canoniquement au groupe
RK ′/KG
′ du th. 2.1. En ge´ne´ral, on notera encore G˜ le reveˆtement mode´re´ment universel du
groupe de´rive´ Gde´r, qui doit eˆtre regarde´ comme l’e´quivalent pseudo-re´ductif du reveˆtement
simplement connexe d’un groupe re´ductif. Finalement, d’apre`s le th. 2.4.1 de [CGP15], on
dispose d’un groupe affine de type fini AutG,C classifiant les automorphismes de G dont la
restriction a` un Cartan donne´ C est triviale et l’on note Caut son sous-groupe lisse maximal
- le modifie´ Gaut := (G⋊Caut)/C jouera souvent un roˆle semblable a` celui du groupe adjoint
pour les groupes re´ductifs (voir la suite et le th. C.2.15 de [CP16]).
2.3. Rappelons qu’un groupe quasi-re´ductif G sur un corpsK s’appelle quasi-de´ploye´ si l’un
de (e´quiv. tous) ses sous-groupes pseudo-bore´liens est de´fini sur K. Ceci revient au meˆme
que demander que le centralisateur Z d’un tore de´ploye´ maximal soit nilpotent.
Proposition 2.2. Soient K un corps de caracte´ristique p tel que [K : Kp] ≤ p, G un
K-groupe quasi-re´ductif et G˜ = RK ′/KG
′ le reveˆtement mode´re´ment universel du quotient
pseudo-re´ductif Gpsre´d, ou` les fibres de G′ sont pseudo-re´ductives primitives. Pour que G
soit quasi-de´ploye´ il faut et il suffit que les fibres re´ductives (resp. exotiques) de G′ soient
quasi-de´ploye´es (pseudo-de´ploye´es).
De´monstration. Observons que G est quasi-de´ploye´ si et seulement si son quotient pseudo-
re´ductif Gpsre´d l’est, car la commutativite´ de Zpsre´d est ne´cessaire et suffisante pour que Z
soit re´soluble. On voit aussitoˆt que, lorsque G est pseudo-re´ductif, Z est commutatif si et
seulement si Z˜ l’est. Maintenant si G = G˜ = RK ′/KG
′ est mode´re´ment universel et G′
primitif, on voit que l’application, qui a` un pseudo-parabolique P ′ de G′ fait correspondre
P = RK ′/KP
′, de´finit une bijection entre les ensembles de sous-groupes pseudo-paraboliques
de G et de G′, qui pre´serve les sous-groupes pseudo-bore´liens parmi eux.
Finalement il faut voir que, si K ′ = K et G = G′ est exotique basique et quasi-de´ploye´,
alors G est pseudo-de´ploye´. Pour cela, on conside`re l’e´pimorphisme f : G′ → G¯ vers le
cousin de´ploye´, lequel a` son tour est quasi-de´ploye´, en observant que f(C ′) = f(ZG′(S
′)) =
ZG¯′(f(S
′)) est un Cartan. Mais voila` que les diagrammes de Dynkin non simplement lace´s
ne posse`dent aucun automorphisme exte´rieur, d’ou` le fait que G¯ soit de´ploye´ et meˆme que
G soit pseudo-de´ploye´, en vertu du cor. 7.3.4 de [CGP15]. 
Corollaire 2.3. Gardons l’hypothe`se faite sur K et supposons que sa dimension cohomolo-
gique est infe´rieure ou e´gale a` 1. Alors tout K-groupe quasi-re´ductif G est quasi-de´ploye´.
De´monstration. Graˆce a` la proposition pre´ce´dente, il suffit de le ve´rifier pour chaque groupe
simplement connexe ou exotique basique G, auquel cas cela re´sulte du the´ore`me de Steinberg
applique´ a` G si celui-ci est re´ductif ou a` G¯ sinon. 
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2.4. Maintenant on va rappeler les notions de quasi-e´pinglages et quasi-syste`mes de Cheval-
ley pour les groupes re´ductifs quasi-de´ploye´s et puis on les ge´ne´ralisera au cas pseudo-re´ductif
et quasi-de´ploye´, sous l’hypothe`se [K : Kp] ≤ p lorsque p est positif. Alors, durant ce para-
graphe, on fixera un corps K de caracte´ristique p ≥ 0 tel que [K : Kp] ≤ p lorsque p > 0, un
K-groupe pseudo-re´ductif et quasi-de´ploye´ G, un sous-tore de´ploye´ maximal S de G et une
base ∆ du syste`me de racines Φ de G suivant S, qui correspond a` un pseudo-Borel B de G.
On note T le plus grand sous-tore de G contenant S (unique, vu que G est quasi-de´ploye´),
Φ˜ le syste`me de racines absolu Φ˜ de G suivant T et ∆˜ la base de Φ˜ associe´e a` B.
Si G est un K-groupe re´ductif de´ploye´, alors un e´pinglage de G correspond classiquement
a` la donne´e d’isomorphismes xa : Ga → Ua pour chaque racine simple a ∈ ∆. Il est souvent
utile d’e´tendre un e´pinglage en un syste`me de Chevalley, cf. [BT84] et [SGA3], c’est-a`-
dire la donne´e d’isomorphismes xa : Ga → Ua pour toute racine a ∈ Φ de sorte que ma =
xa(1)x−a(1)xa(1) normalise le tore de´ploye´ maximal donne´ S et que les applications int(ma)◦
xb et xsa(b) de Ga dans Usa(b) sont e´gales au signe pre`s. Observons qu’un tel prolongement
est de´termine´ au signe pre`s par l’e´pinglage choisi et son existence re´sulte de la prop. 6.2
de [SGA3]. D’ailleurs, la premie`re condition concernant ma peut s’exprimer en affirmant
l’existence d’un e´pimorphisme SL2 → Ga tel que la restriction au sous-groupe canoniquement
e´pingle´ des matrices triangulaires supe´rieures (resp. infe´rieures) unipotentes co¨ıncide avec xa
(resp. x−a affecte´ du signe −1), ou` Ga de´signe le sous-groupe engendre´ par U±a.
Lorsque G n’est plus de´ploye´, mais bien quasi-de´ploye´ sur K, l’œuvre [BT84] s’appuie sur
un e´pinglage de Steinberg ou syste`me de Chevalley-Steinberg, cf. 4.1.3. de [BT84], qui sont
une sorte de donne´e de descente des meˆmes objets dans le cas de´ploye´ par rapport au groupe
de Galois absolu, pour de´crire les sous-groupes radiciels relatifs de G. Pour eˆtre pre´cis, soit
K˜/K une extension galoisienne de´ployant G et conside´rons un e´pinglage (resp. syste`me de
Chevalley) de G ⊗ K˜ telle que γ ◦ xa˜ ◦ γ−1 = xγ(a˜) (resp. la meˆme condition affecte´e d’un
signe ±1 lorsque a˜ ∈ Φ˜ s’e´crit comme la somme de deux racines conjugue´es). E´tant donne´ un
e´pinglage de Steinberg, on sait de´ja` comment le prolonger en un syste`me de Chevalley, mais
il faut encore ve´rifier la formule γ ◦xa˜ ◦ γ−1 = xγ(a˜) pour les racines a ∈ Φ dont la restriction
a` S n’est pas divisible. Cela de´coule plus ou moins explicitement des travaux de R. Steinberg
[St59] et [St68], dont un traitement de´taille´ et moderne se trouve dans [La96], prop. 4.4. Arme´
d’un syste`me de Chevalley-Steinberg, le reste du 4.1. de [BT84] est consacre´ a` en de´duire des
quasi-e´pinglages, (c’est-a`-dire des isomorphismes avec certains groupes plus familiers) des
K-sous-groupes radiciels Ua de G pour chaque racine non-divisible a ∈ Φ. Par exemple, si a
n’est pas multipliable et si l’on note Ka˜ le corps fixe du stabilisateur dans Γ = Gal(K˜/K)
d’un rele`vement a˜ de a, alors on obtient un e´pimorphisme central ζa : RKa/KSL2 → G
a
donne´ par g 7→
∏
γ(a˜) ζγ(a˜)(γ(g)) ; on note xa la restriction de ζa au sous-groupe des matrices
triangulaires supe´rieures unipotentes identifie´ a` RKa/KGa et dont l’image isomorphe n’est
autre que le sous-groupe radiciel Ua. Dans le cas ou` a est multipliable, alors l’e´pimorphisme
central admet pour source le groupe RK
2˜a
/KSU3,Ka˜/K2˜a , ou` les rele`vements de a et 2a sont
choisis de telle fac¸on que leur diffe´rence soit une racine.
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E´claircissons aussitoˆt la structure du groupe unitaire spe´cial a` trois variables SU3,L/L2 as-
socie´ a` l’extension quadratique se´parable L/L2, qui sera regarde´ comme le sous-groupe de
RL/L2SL3 qui pre´serve la forme hermitienne e1σ(e3)+ e2σ(e2)+ e3σ(e1), en concordance avec
[BT84], 4.1.9 ; le groupe unipotent des matrices triangulaires supe´rieures de SU3,L/L2 s’iden-
tifie alors a` la sous-varie´te´ H(L, L2) de RL/L2A
2
L de´finie par v+ σ(v) = uσ(u), moyennant le
morphisme suivant :
µ(u, v) =

1 −σ(u) −v0 1 u
0 0 1


qui admet aussi l’e´criture µ(u, v) = xa˜(u)xa˜+σ(a˜)(−v)xσ(a˜)(σ(u)) pour un certain choix ap-
proprie´ d’e´pinglage de SL3, cf. 4.1.9. de [BT84]. Transporte´e a` H(L, L2), la loi de groupe du
sous-groupe radiciel de SU3,L/L2 s’e´crit comme suit :
(u1, v1) · (u2, v2) = (u1 + u2, v1 + v2 + σ(u1)u2).
On observe que, fixant un e´le´ment λ ∈ L de trace 1, on peut identifier H(L, L2) par jλ :
(u, v) 7→ (u, v − λuσ(u)) au L2-groupe Hλ constitue´ par la sous-varie´te´ de RL/L2A
2 de´finie
par l’e´quation y + σ(y) = 0, ou` (x, y) ∈ RL/L2A
2
L, et muni de la loi de multiplication :
(x1, y1) · (x2, y2) 7→ (x1 + x2, y1 + y2 − λx1σ(x2) + σ(λx1)x2).
Revenant au but initial de quasi-e´pingler les groupes pseudo-re´ductifs et quasi-de´ploye´s, on
est confronte´ au fait que la dimension des sous-groupes radiciels est typiquement plus grande
que 1, meˆme dans le cas pseudo-de´ploye´, donc leur groupe d’automorphismes est en ge´ne´ral
trop gros et, par exemple, ne pre´serve pas la structure de droite sur une extension non triviale
de K. Ne´anmoins on remarque que le groupe de K-automorphismes de RL/KSL2 fixant le
Cartan est isomorphe a` L× par l’application qui fait correspondre a` l ∈ L× l’automorphisme(
a b
c d
)
7→
(
a lb
l−1c d
)
,
tel qu’on le souhaite. Cela montre que le bon choix est de quasi-e´pingler les reveˆtements
universels G˜a des sous-groupes Ga de rang pseudo-de´ploye´ 1 :
De´finition 2.4. Un quasi-e´pinglage (resp. quasi-syste`me de Chevalley) de G suivant S est
la donne´e d’isomorphismes ζa d’une restriction des scalaires de SL2, SU3 ou BC1 sur G˜
a pour
chaque racine simple a ∈ ∆ (resp. toute racine non divisible a ∈ Φnd), dont les restrictions
au tore diagonal Gm s’identifient aux coracines a
∨ : Gm → S et qui envoient le groupe des
matrices triangulaires supe´rieures unipotentes sur Ua (resp. et de sorte que int(ma) ◦ ζb est
semblable a` ζsa(b) pour chaque couple a, b ∈ Φnd).
Ici l’on notema l’image dansG de la matrice anti-diagonale adiag(−1, 1) (resp.−adiag(1, 1, 1),
resp. l’image re´ciproque de ma ∈ SL2(L1/2)) si G˜a est identifie´e par ζa a` RL/KSL2 (resp.
RL2/KSU3,L/L2 , resp. RL/KBC1). Deux homomorphismes ayant pour source des restrictions
des scalaires (pas ne´cessairement e´gales !) des groupes ci-dessus sont dits semblables s’ils
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se de´duisent l’un de l’autre par conjugaison galoisienne et/ou par une involution de signe
induite par un point rationnel de Zaut[2] (ceci n’est pas a` craindre en caracte´ristique 2, donc
rendu superflu dans le cas de BC1).
Proposition 2.5. Soient K un corps de caracte´ristique p ≥ 0 tel que [K : Kp] ≤ p lorsque
p > 0, G un groupe pseudo-re´ductif et quasi-de´ploye´, S un sous-tore de´ploye´ maximal de G.
Alors les classes de similitude des quasi-syste`mes de Chevalley de G suivant S forment un
espace principal homoge`ne sous Zaut(K)/Zaut[2](K) pour l’action de conjugaison.
De´monstration. Observons qu’il suffit de ve´rifier que les classes modulo Γ des quasi-e´pinglages
forment un Zaut(K)-torseur et que tout quasi-e´pinglage se prolonge en un quasi-syste`me de
Chevalley, qui est unique a` similitude pre`s. Soient (ζa)a∈∆ et (ζ
′
a)a∈∆ deux quasi-e´pinglages
de G. Ope´rant par Γ, on peut supposer que ζ ′a ◦ ζ
−1
a est un automorphisme bien de´fini de
G˜a qui fixe Z˜a, donc induit par un e´le´ment de Z˜a,aut. Enfin il ne reste qu’a` observer que
Zaut =
∏
a∈∆ Z˜
a,aut d’apre`s les lem. 6.2.2., e´q. 6.2.3. et lem. C.2.3 de [CP16].
Quant a` la deuxie`me affirmation, on choisit, pour chaque racine a ∈ Φ, une e´criture
a = sansan−1 . . . sa1(a0), ou` les ai ∈ ∆ sont des racines simples positives, et l’on pose ζa :=
int(man . . .ma1)◦ζa0. Notons que tout quasi-syste`me de Chevalley e´tendant le quasi-e´pinglage
donne´ prendre par de´finition meˆme cette forme a` similitude pre`s. Il reste a` constater la
similitude de int(ma) ◦ ζb et ζsa(b). Pour cela, on se rame`ne aise´ment au cas ou` G = G˜
est primitif et meˆme simplement connexe, en appliquant les morphismes π de G dans G
dans le cas exotique ou dans RK1/2/KSp2n dans le cas absolument non re´duit, puisqu’on n’a
besoin que de comparer les restrictions xa des ζa aux sous-groupes radiciels Ua. Mais le cas
simplement connexe re´sulte de l’existence de syste`mes de Chevalley-Steinberg : en effet, si
G˜a ∼= RL/KSL2, alors ma =
∏
γa˜mγa˜ et int(ma) ◦ xb(u) =
∏
γb˜ xsa(γb˜)(±γ(u)), ou` l’on note
sa =
∏
γa˜ sγa˜ le produit des re´flexions de tous les rele`vements de a, ce qui est e´videmment
semblable a` xsa(b) ; le cas de SU2n+1 est laisse´ au soin du lecteur (voir les 4.1.9. et 4.1.11. de
[BT84]). 
3. Valuations, appartements et immeubles
Dans cette section, on se donne un corps discre`tement value´, hense´lien, excellent et re´siduellement
parfait K, un groupe quasi-re´ductif et quasi-de´ploye´ G sur K et un sous-tore de´ploye´ maxi-
mal S de G. A` ces donne´es on leur associe des valuations au sens de la de´f. 6.2.1. de
[BT72], moyennant lesquelles les 6. et 7. de [BT72] fournissent l’appartement A(G, S,K)
et l’immeuble I(G,K) de Bruhat-Tits. Nous montrons aussi que les immeubles construits
ici co¨ıncident avec ceux de M. Solleveld, cf. [Sol18].
3.1. Soit (K,ω) un corps discre`tement value´, hense´lien, tel que l’anneau d’entiers O soit
excellent, le corps re´siduel κ soit parfait et ω(K×) = Z. Alors K ve´rifie l’ine´galite´ [K : Kp] ≤
p lorsqu’il est de caracte´ristique p, vu que le homomorphisme de comple´tion K → K̂ est
une extension se´parable de corps et que K̂ ∼= κ((̟)) avec κ parfait. Soient G un K-groupe
quasi-re´ductif quasi-de´ploye´ et S un K-tore de´ploye´ maximal de G, de telle manie`re que son
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centralisateur Z devienne un Cartan. Rappelons que (Z(K), Ua(K))a∈Φ porte la structure
d’une donne´e radicielle (abstraite) ge´ne´ratrice dans G(K) au sens du 6.1 de [BT72], d’apre`s
la rem. C.2.28 de [CGP15] (meˆme dans le cas non quasi-de´ploye´). Le reste du paragraphe
sera consacre´ a` ame´liorer cet e´nonce´, en munissant cette donne´e de valuations au sens de la
de´f. 6.2.1. de [BT72].
Conside´rons un quasi-syste`me de Chevalley de Gpsre´d dont l’existence est assure´ par la
prop. 2.5 et reprenons les notations de 2.4, ou` le but Upsre´da de xa sera identifie´ a` Ua au
moyen de q : G→ Gpsre´d. On lui associe des fonctions ϕa : Ua(K)→ R∪ {+∞} inspire´es du
4.2.2. de [BT84] et donne´es par les formules suivantes :
De´finition 3.1. Soit a ∈ Φnd une racine non divisible. On de´finit la fonction ϕa : Ua(K)→
R ∪ {+∞} de la manie`re suivante :
• si dom(ζa) = RKa/KSL2, alors ϕa(xa(r)) = ω(r) ;
• si dom(ζa) = RK2a/KSU3,Ka/K2a , alors ϕa(xa(u, v)) =
1
2
ω(v) ;
• si dom(ζa) = RK2a/KBC1, alors ϕa(xa(x, y)) =
1
2
ω(αx2 + y).
Pour les racines divisibles, on de´finit ϕ2a comme e´tant la restriction de 2ϕa a` U2a(K).
Signalons que cette construction joue un roˆle essentiel dans tout l’article, en e´tant la base
sur laquelle toutes les remarques et preuves suivantes s’appuient. En fait, cette famille de
fonctions induit une valuation des points rationnels, comme l’on montre ci-dessous :
Proposition 3.2. La donne´e ϕ = (ϕa)a∈Φ pour toute racine a ∈ Φ, est une valuation de la
donne´e radicielle abstraite (Z(K), Ua(K))a∈Φ et elle est, en plus, compatible a` ω au sens ou`
ϕa(zuz
−1)− ϕa(u) = ω(a(z)) pour tout z ∈ Z(K) et u ∈ Ua(K).
De´monstration. Observons d’abord qu’on peut supposer sans perdre de ge´ne´ralite´ que G =
Gpsre´d est pseudo-re´ductif. Alors, (V 0) et (V 4) sont e´videmment remplies, tandis que (V
1) et (V 5) de´coulent des calculs classiques avec les groupes SL2 ou SU3, puisque BC1(K) =
SL2(K
1/2). Les meˆmes arguments avec les groupes classiques montrent que, pour de´duire
(V 2), il suffit d’en ve´rifier lorsque m = ma et de montrer la compatibilite´ de ϕ avec ω,
c’est-a`-dire que la diffe´rence ϕa(zuz
−1) − ϕa(u) est e´gale a` ω(a(z)) pour tout z ∈ Z(K) et
u ∈ Ua(K). Ici on regarde a comme un caracte`re rationnel de Z, c’est-a`-dire, un e´le´ment
du Q-espace vectoriel X∗K(Z) ⊗ Q
∼= X∗(S) ⊗ Q - pour voir l’injectivite´ du morphisme de
restriction, on n’a qu’a` remarquer que Z/S est une extension d’un groupe unipotent par
un tore anisotrope ; la surjectivite´ re´sulte a` son tour de la prop. VII.1.5. de [Ray70]. et l’on
de´finit ω ◦ a par la formule 1
N
ω ◦Na pour N assez grand. Notons que l’ope´ration de Z sur
Ua se factorise en Z → Za,aut suivi de l’ope´ration canonique de ce dernier sur Ua. Selon
le th. 1.3.9 et la prop. 9.8.15 de [CGP15], le groupe Za,aut s’identifie a` RKa/KT
ad lorsque
G˜a = RKa/KSL2 (resp. RK2a/KT
ad lorsque G˜a = RK2a/KSU3,Ka/K2a , resp. RK2a/KZ lorsque
G˜a = RK2a/KBC1). En particulier, la compatibilite´ re´sulte des calculs de [BT84], 4.2.7., pour
SL2 ou SU3.
Finalement on ve´rifie (V 3), pour lequel on peut supposer G primitif et meˆme de rang
pseudo-de´ploye´ e´gal a` 2. SiG est re´ductif, l’inclusion (Ua,k, Ub,l) ⊆
∏
pa+qb∈Φ,(p,q)∈N2 Upa+qb,pk+ql
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peut eˆtre de´duite des formules de l’appendice de [BT84]. Si G est exotique, alors on voit par
construction que la valuation est de´duite d’une de RK1/p/KG
′ par restriction, donc on se
rame`ne au cas pre´ce´dent. Supposons enfin que G ∼= BC1 est absolument non re´duit et com-
menc¸ons par observer que, si les racines a, b ne sont pas multipliables, l’axiome re´sulte du
cas classique de Sp4. Si les rayons radiciels attache´s a` a et b sont les deux pluriels, alors on
constate sans peine que les sous-groupes radiciels commutent. Il reste a` e´tudier le cas ou` a
est multipliable, b n’est ni multipliable ni divisible et les racines a + b, 2a + b et 2a + 2b
appartiennent a` Φ. Dans ce cas, l’on a (Ua,k, Ub,l) = (U¯2a,2k, U¯b,l) ⊆ U¯2a+b,2k+lU¯2a+2b,2k+2l =
Ua+b,k+lU2a+b,2k+l, ou` les U¯ de´signent les sous-groupes radiciels de Sp4. 
On a construit une donne´e radicielle value´e (Z(K), Ua(K), ϕ)a∈Φ dans les points rationnels
G(K) du groupe quasi-re´ductif et quasi-de´ploye´ donne´ et maintenant on peut appliquer la
the´orie du 6.2 de [BT72] pour obtenir l’appartement (re´duit) de G par rapport a` S, comme
on va expliquer dans la suite.
De´finition 3.3. L’appartement A(G, S,K) est l’ensemble de toutes les valuations ψ = (ψa)
de la donne´e radicielle abstraite conside´re´e e´quipollentes a` ϕ = (ϕa), c’est-a`-dire, telles
que la fonction ψa − ϕa soit constante e´gale a` a(v) pour un certain vecteur v appartenant
a` X∗(S
de´r) ⊗ R inde´pendant de a, ou` Sde´r := (S ∩ Gde´r)0re´d. Cet ensemble vient muni d’une
structure de complexe polysimplicial engendre´e par les hyperplans ∂αa,k := {a(x−ϕ)+k = 0}
pour k ∈ Γ′a = {ϕa(u) : u ∈ Ua(K) \ {1}, ϕa(u) = sup ϕa(uU2a)} et a ∈ Φ.
En particulier, on voit que l’appartement ne de´pend pas du choix de quasi-syste`me de
Chevalley de G, vu que leurs classes de similitude sont conjugue´s par Zaut(K) (voir le cor.
ci-dessous ou bien le cor. 6.2.8 de [BT72], qui permet de de´terminer le vecteur de translation
par rapport a` une base ∆ de Φ). Les racines affines de l’appartement sont pre´cise´ment les
demi-espaces αa,k := {a(x−ϕ)+k ≥ 0}, k ∈ Γa, on note Σ l’ensemble de celles-ci et on de´finit
l’e´chelonnage E ⊆ Σ× Φ comme e´tant la partie des (α, a) tels que α = αa,k avec k ∈ Γ′a. Le
groupe de Weyl affine Waf est le groupe de transformations affines de A(G, S,K) engendre´
par les re´flexions rα par rapport aux bords ∂α des racines affines. Le groupe N(K) ope`re
sur A(G, S,K) par la re`gle suivante : si l’on pose ψ = n · ϕ, alors ψa(u) = ϕw−1(a)(n
−1un).
Cette ope´ration est bien de´finie, pre´serve les racines affines et son image dans le groupe
d’automorphismes de A(G, S,K) contient Waf (voir la prop. 6.2.10. de [BT72] pour toutes
ces affirmations). On sait de´ja` qu’un e´le´ment z ∈ Z(K) ope`re sur A(G, S,K) comme la
translation de vecteur ν(z) tel que a(ν(z)) = −ω(a(z)). En particulier, le plus grand sous-
groupe borne´ Z(K)b de Z(K), dont l’existence sera constate´e dans la prop. 4.3, ope`re de
manie`re triviale sur A(G, S,K). On note aussi que l’ope´ration de N(K) de´termine ϕa(u),
u ∈ Ua(K) comme e´tant l’unique nombre re´el k tel que l’automorphisme deA(G, S,K) induit
par m(u) soit la re´flexion de bord ∂αa,k, ou` l’on note m(u) le seul e´le´ment de N(K) tel que
m(u) = u′uu′′ avec u′, u′′ ∈ U−a(K). Par suite, on tire le corollaire suivant, qui concerne les
valuations compatibles a` ω.
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Corollaire 3.4. Si ψ est une valuation de (Z(K), Ua(K))a∈Φ compatible a` ω, alors ψ ∈
A(G, S,K) est e´quipollente a` l’une des valuations de Chevalley-Steinberg construites ci-
dessus.
De´monstration. Quitte a` faire une translation, on peut trouver ϕ ∈ A(G, S,K) telle que
ϕ(ua) = ψ(ua) pour un certain ua ∈ Ua(K)∗, ou` a parcourt une base ∆ de Φ. En particulier,
si l’on identifie les appartements correspondants a` ϕ et ψ, en prenant ces points pour l’origine,
il re´sulte par hypothe`se que cette identification est aussi invariante par l’action de N(K) par
des automorphismes affines, d’ou` l’e´galite´ ϕ = ψ (voir aussi la rem. 6.2.12. b de [BT72]). 
Parfois il s’ave`re plus utile de conside´rer l’appartement e´largi A1(G, S,K), de´fini comme
le produit A(G, S,K)×X∗(Sc)⊗R, ou` Sc est le plus grand tore central de S et X∗(Sc)⊗R
est vu comme un complexe simplicial sans facettes propres et non vides. Afin de prolonger
l’ope´ration de N(K), on note que X∗(S
c)⊗R s’identifie naturellement au dual de X∗K(G)⊗
R = X∗K(N/N
de´r) ⊗ R et on pose n · (x, v) = (nx, v + θ(n)), ou` θ(n) ∈ X∗(Sc) ⊗ R est
l’unique e´le´ment tel que χ(θ(n)) = −ω(χ(n)) pour tout χ ∈ X∗K(G). On remarque aussitoˆt
que z ∈ Z(K) ope`re par la translation de vecteur ν(z) + θ(z) caracte´rise´ par la formule
χ(ν(z) + θ(z)) = −ω ◦ χ(z) pour tout caracte`re rationnel χ ∈ X∗K(Z) ⊗ Q, ce qu’on ve´rifie
aussitoˆt en faisant usage de l’orthogonalite´ des de´compositionsX∗(S)⊗R = X∗(Sc)⊕X∗(Sde´r)
resp. X∗(S) ⊗ R = X∗(Sc) ⊗ R ⊕ X∗(Sde´r) ⊗ R (voir aussi [BT84], 4.2.16.). Le noyau de
l’application N(K)→ Aut(A1(G, S,K)) e´tant Z(K)b, on appelle l’image le groupe de Weyl
affine e´largi, qui sera note´ W 1af = N(K)/Z(K)b. Lorsqu’on aura discute´ le mode`le de Ne´ron
Z0 de Z, on parlera aussi du groupe d’Iwahori-Weyl W˜ = N(K)/Z0(O). Il est inte´ressant
de remarquer que, au moins lorsque G = Gpsre´d est pseudo-re´ductif, le groupe de Weyl
affine Waf se rele`ve en un sous-groupe canonique de W˜ . En effet, on a une identification
A(G, S,K) = A(G˜, S˜, K) e´quivariante par les ope´rations de N˜(K) et N(K), donc il suffit
de ve´rifier que W˜ s’identifie a` Waf, lorsque G = G˜ est mode´re´ment universel (parce que alors
W˜ admettrait un morphisme de son cousin mode´re´ment universel qui s’identifie a` Waf a` son
tour). En ce cas, on voit facilement que la re´union de Z0(O) et des Ma,k du 6.2.2. de [BT72]
engendre N(K) et que Zb = Z0, puisque Z est un produit de groupes de la forme RL/KGm.
3.2. Le but de ce paragraphe est de prolonger l’appartement A(G, S,K) associe´ a` un groupe
quasi-re´ductif et quasi-de´ploye´ G et a` l’un de ses sous-tores de´ploye´s maximaux S, muni
de son ope´ration par N(K), en l’immeuble de Bruhat-Tits I(G,K) muni d’une ope´ration
par G(K), dont la proce´dure est grosso modo formelle, lorsqu’on s’est de´cide´ sur ce que
doivent eˆtre les fixateurs des points x ∈ A(G, S,K) (ceux-ci ne seront pas les sous-groupes
parahoriques, en vertu de leur ≪ non connexite´ ≫). E´tant donne´ une partie non vide et
borne´e Ω de A(G, S,K), on lui associe une fonction concave a` valeurs re´elles fΩ partant de
Φ, de´termine´e par la formule suivante : fΩ(a) := inf{k ∈ R : a(ψ − ϕ) + k ≥ 0, ∀ψ ∈ Ω}.
La formule de´pende nettement de ϕ, mais on omettra ceci lorsqu’aucune confusion n’est a`
craindre. Enfin le stabilisateur PΩ associe´ a` Ω est le sous-groupe de G(K) engendre´ par le
stabilisateur NΩ de Ω dans N(K) et le sous-groupe UΩ engendre´ par Ua,fΩ(a) pour toutes
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les racines a ∈ Φ. Venons finalement a` la de´finition selon le 7.4. de [BT72] de l’immeuble
I(G,K) associe´ a` la donne´e radicielle value´e de G(K) :
De´finition 3.5. L’ensemble sous-jacent a` l’immeuble I(G,K) deG est le quotient du produit
G(K) × A(G, S,K) par la relation d’e´quivalence qui identifie (g1, ψ1) et (g2, ψ2) s’il existe
n ∈ N(K) tel que nψ1 = ψ2 et g
−1
1 g2n ∈ Pψ1 . Cet ensemble quotient est muni d’une ope´ration
naturelle de G(K) de´duite par passage au quotient de l’ope´ration a` gauche triviale de G(K)
sur le produit ci-dessus et les orbites de l’appartement A(G, S,K) ⊆ I(G,K), ψ 7→ (1, ψ)
pour cette ope´ration sont les appartements de I(G,K) et lui fournissent une structure de
complexe simplicial.
Commenc¸ons par discourir sur la apparente de´pendance de I(G,K) du choix d’un tore
K-de´ploye´ maximal S de G et notons-le provisoirement I(G, S,K) pour e´viter des confusions
ci-dessous. Notons que, si l’on se donne un isomorphisme α : (G, S) → (G′, S ′) de couples
constitue´s d’un K-groupe quasi-re´ductif et quasi-de´ploye´ et d’un K-sous-tore de´ploye´ maxi-
mal, alors on peut transporter la structures d’une donne´e radicielle value´e d’un membre a`
l’autre par α, donc en particulier on arrive a` un isomorphisme α-e´quivariant I(G, S,K) ∼=
I(G′, S ′, K). Compte tenu que les K-sous-tores de´ploye´s maximaux de G sont conjugue´s, on
ache`ve un isomorphisme I(G, S,K) ∼= I(G, gSg−1, K) qui est e´quivariant par les ope´rations
canoniques de G(K) lie´es par la conjugaison int(g) : G(K) → G(K). En composant cet
isomorphisme a` la droite avec la bijection g−1 : I(G, S,K) → I(G, S,K), hψ 7→ g−1hψ qui
est e´quivariante par int(g−1), on ache`ve un isomorphisme G(K)-e´quivariant d’immeubles
I(G, S,K) et I(G, gSg−1, K), qui permet d’identifier A(G, gSg−1, K) a` gA(G, S,K) dans
I(G, S,K). Par suite, le G(K)-ensemble I(G,K) ne de´pend pas vraiment de S (raison pour
laquelle on revient a` la notation initiale) et ses appartements sont en correspondance bijec-
tive avec les sous-tores K-de´ploye´s maximaux de G. On voit aussi que PΩ est le stabilisateur
de Ω dans G(K) pour chaque partie Ω contenue dans un appartement, donc ne de´pendant
que de Ω en tant que partie de I(G,K) (voir aussi la prop. 7.4.8. de [BT72]). Il y a aussi
des autres sous-groupes associe´s a` Ω, dont l’on aura besoin : le fixateur connexe P 0Ω (resp. le
fixateur interme´diaire P 1Ω, resp. le fixateur borne´ PˆΩ, resp. le stabilisateur borne´ P
†
Ω) obtenu
en substituant N0Ω := Z
0(O)(UΩ ∩N(K)) (resp. N1Ω := Z(K)b(UΩ ∩N(K)), resp. le fixateur
NˆΩ de Ω dans N(K)
1, resp. le stabilisateur N †Ω de Ω dans N(K)
1) a` NΩ dans la de´finition de
PΩ. De plus, on peut aussi e´largir l’immeuble, en posant I1(G,K) = I(G,K)×X∗(Sc)⊗R,
sur lequel g ∈ G(K) ope`re par g ·(x, v) = (gx, v+θ(g)), et dont les appartements s’identifient
a` A1(G, S,K), ou` S de´crit l’ensemble des K-sous-tores de´ploye´s maximaux de G. L’un des
avantages de ce point de vue est que cet immeuble e´largi induit la meˆme bornologie sur
G(K) que la valuation ω, d’apre`s le cor. 8.1.5. de [BT72] et la prop. 4.3 (comparer avec la
prop. 4.2.19. de [BT84]). Pour finir, on remarque que la construction est naturelle pour les
extensions se´parables K ′/K de corps discre`tement value´s, hense´liens, entie`rement excellents
et re´siduellement parfaits, c’est-a`-dire, on a une application I(G,K) → I(G,K ′), qui se
factorise a` travers les Γ-invariants si K ′/K est galoisienne de groupe Γ.
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Pour conclure, nous observons que nos immeubles de Bruhat-Tits co¨ıncident avec ceux
ISol(G,K) construits a` la manie`re de M. Solleveld [Sol18], qui sont de´finis comme un produit
d’immeubles associe´s a` des groupes re´ductifs convenables, conforme´ment a` la classification
par J. Tits des immeubles affines e´pais de rang ≥ 4, cf. [Ti86].
Proposition 3.6. Il existe un et un seul isomorphisme G(K)-e´quivariant I(G,K) ∼= ISol(G,K)
d’immeubles.
De´monstration. Rappelons la de´finition de l’immeuble ISol(G,K). On prendre la donne´e de
pre´sentation (K ′/K,G′, Z ′, Z) de G et l’on pose I(G,K) :=
∏
i∈I I(G¯
′
i, K¯
′
i), ou` G¯
′
i est le
groupe de´ploye´ sur K¯ ′i ayant les meˆmes points rationnels que G
′
i, cf. les prop. 7.3.3 (2) et
9.9.4 (1) de [CGP15]. Le groupe G(K) des points rationnels y ope`re en conjuguant l’action
naturelle de G˜(K) =
∏
G¯′i(K¯
′
i) et de Z(K)→ Z
aut(K) ⊆ Z¯ad(G¯′i).
Retournant a` notre cadre, on avait de´ja` vu qu’il y a des isomorphismes canoniquesA(G˜, S˜, K) ∼=
A(G, S,K), respectant les ope´rations des groupes correspondants et l’on ve´rifie sans peine
qu’ils se rassemblent en un isomorphisme e´quivariant I(G˜,K) ∼= I(G,K). Il ne reste qu’a`
constater que, si G est exotique basique et pseudo-de´ploye´ ou absolument non re´duit, alors
I(G,K) ∼= I(G¯,K), ce qu’on pourrait de´duire aise´ment de l’e´galite´ de certaines BN -paires
convenables dans G(K) = G¯(K), mais on va montrer cette affirmation pour convaincre le
lecteur. Construisons d’abord la bijection entre A(G, S,K) et A(G¯, S¯, K) lorsque G est exo-
tique basique et pseudo-de´ploye´ : si ψ est une valuation de la donne´e radicielle abstraite
(Z(K), Ua(K))a∈Φ e´quipollente a` ϕ, alors on conside`re la valuation ψ¯ de (S¯(K), U¯a¯(K))a¯∈Φ¯
donne´e par ψ¯a¯(x¯a(r)) = [Ka : K]ψa(xa(r
1
[Ka:K] )). Il est imme´diat que ϕ¯ est la valuation ca-
nonique associe´e au syste`me de Chevalley x¯a¯ pour a¯ ∈ Φ¯ et aussi que, si l’on suppose que
ψ = ϕ + v avec v ∈ X∗(S) ⊗ R, alors ψ¯a¯ − ϕ¯ est constante e´gale a` [Ka : K]a(v), ce qui
co¨ıncide avec a¯(v) moyennant l’identification X∗(S)⊗R ∼= X∗(S¯)⊗R (voir la prop. 7.1.5 de
[CGP15]), d’ou` la bijection de´sire´e entre les appartements qui commute avec les ope´rations
de N(K) = N¯(K). De plus, on a aussi Pψ = Pψ¯ en tant que sous-groupes de G(K) = G¯(K)
et par conse´quent un isomorphisme e´quivariant I(G,K) ∼= I(G¯,K). Il en est de meˆme
des groupes absolument non re´duits : l’isomorphisme A(BCn, S,K) ∼= A(Sp2n, Dn, K
1/2) se
de´finit ensemblistement en posant ϕa := ϕa si a n’est pas divisible dans Φ ou 2ϕ a2 sinon ;
on voit de meˆme que les racines affines, les lois d’ope´ration de N(K) = N(K1/2) et les
sous-groupes parahoriques de BCn(K) = Sp2n(K
1/2) se correspondent, d’ou` l’identification
I(BCn, K) ∼= I(Sp2n, K
1/2).
L’unicite´ de l’isomorphisme e´quivariant obtenu re´sulte du 4.2.12. de [BT84]. 
3.3. Dans ce paragraphe, on va signaler quelques faits combinatoires tre`s requis lorsqu’on
s’occupe de la the´orie de Bruhat-Tits, comme les de´compositions de Bruhat. Comme d’ha-
bitude, K de´signera un corps discre`tement value´, hense´lien, a` anneau d’entiers excellent et
a` corps re´siduel parfait.
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Proposition 3.7. Soient G un K-groupe quasi-re´ductif et quasi-de´ploye´ et f , f ′ deux facettes
contenues dans un meˆme appartement A(G, S,K) de l’immeuble I(G,K). Alors, on a un
isomorphisme d’ensembles de doubles classes P ?
f
\G(K)/P ?
f
′
∼= N?f \N(K)/N
?
f
′, ou` ? = 0, 1,ˆ , †.
De´monstration. On peut proce´der comme dans [BT72], 7.3.4. ou [HR08], prop. 8. 
Rappelons maintenant qu’on a une extension canonique de Waf par Z(K)b en tant que
sous-groupe N1af de N(K). D’ailleurs, si G est pseudo-re´ductif, on trouve meˆme un sous-
groupe N0af de N(K) extension de Waf par Z
0(O).
Proposition 3.8. Gardons les notations ante´rieures et fixons une alcoˆve a de A(G, S,K).
Alors, P 1
a
(resp. P 0
a
si G est pseudo-re´ductif) et N1af (resp. N
0
af si G est pseudo-re´ductif)
de´finissent une BN-paire de type Waf dans le sous-groupe de G(K) qu’ils engendrent.
De´monstration. On va e´tablir l’axiome (T 3) des syste`mes de Tits de [BT72], 1.2.6. et on
laisse au lecteur le soin d’en comple´ter. Comme on verra plus tard sans aucune circularite´
e´che´ante, cf. th. 4.7, le sous-groupe parahorique P 0
fi
s’e´crit comme P 0
a
N0
fi
Uαi , ou` l’on note fi
une cloison de l’alcoˆve a, si la re´flexion correspondante et αi la seule racine affine contenant a
telle que ∂αi = fi. E´videmment il en est de meˆme de P
1
fi
et l’on a P 1
fi
w ⊆ P 1
a
wP 1
a
∪P 1
a
siwP
1
a
, ce
qu’on ve´rifie facilement. En effet, on peut substituer siw a` w si ne´cessaire sans rien changer,
pour que w−1αi ⊇ a, ce qui rende les calculs triviaux. 
On note G(K)0 le groupe engendre´ par les fixateurs connexes P 0
f
de G(K). Dans le cas
pseudo-re´ductif on obtient la proposition suivante, cf. [HR08] :
Proposition 3.9. E´tant donne´ un groupe pseudo-re´ductif quasi-de´ploye´ G sur K et une
facette f de I(G,K), on a Pf ∩G(K)0 = P 0f .
De´monstration. Notons d’abord que si G = G˜ est mode´re´ment universel, alors la premie`re
affirmation est bien connue et re´sulte du th. 6.5.1 de [BT72], puisque G(K)0 = G(K) et Pf =
P 0
f
dans le cas ≪ simplement connexe ≫. En ge´ne´ral, on conside`re l’e´criture de G = (G˜⋊Z)/Z˜
et l’on observe que G(K)0 est engendre´ par Z(O) et l’image de G˜(K). Or, si g ∈ Pf∩G(K)
0,
on peut e´crire g = [g˜]z, avec g˜ ∈ G˜(K) et z ∈ Z(O). Par hypothe`se, [g˜] = gz−1 stabilise f,
d’ou` l’appartenance de g˜ a` P 0
f
d’apre`s le cas pre´ce´dent. 
Prenons enfin l’opportunite´ pour e´noncer une conse´quence sche´matique de ce qui pre´ce`de,
en termes des sche´mas en groupes immobiliers construits dans la suite (sans en recourir).
Corollaire 3.10. Supposons κ alge´briquement clos et soit G est un mode`le lisse de G tel
que sa composante neutre G0 = G0Ω soit immobilie`re, alors G s’identifie a` un sous-O-groupe
ouvert de G†Ω.
De´monstration. On peut supposer Ω clos et ferme´ et il suffit de montrer que G(O) le stabilise.
Notons que, d’apre`s la conjugaison des tores de´ploye´s maximaux et le lemme de Hensel, l’on
a G(O) = N (O)P 0Ω, ou` N de´signe le normalisateur de S dans G. Vu que la partie des points
fixe´s dans A(G, S,K) par P 0Ω co¨ıncide avec Ω par hypothe`se, l’affirmation en de´coule. 
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4. Mode`les en groupes immobiliers
Cette section est consacre´e a` la construction des mode`les en groupes attache´s aux parties
non vides et borne´es Ω de n’importe quel appartement de l’immeuble I(G,K) du groupe
quasi-re´ductif G sur le corps fixe´ K. A` la fin, on en de´duit la descente e´tale de la the´orie de
Bruhat-Tits, qui permet de passer du cas quasi-de´ploye´ au cas ge´ne´ral.
4.1. Dans ce paragraphe on va e´claircir le concept des donne´es radicielles sche´matiques
duˆ a` F. Bruhat et J. Tits, cf. la de´f. 3.1.1. de [BT84], dont on fera usage pour construire
les mode`les en groupes immobiliers de G. Ce paragraphe ressemble le 2.4 de [Lou19], a` la
diffe´rence pre`s que, dans le pre´sent article, la base est un anneau de valuation discre`te.
De´finition 4.1 (F. Bruhat et J. Tits). Soient O un anneau de valuation discre`te, K son
corps de fractions, G un K-groupe quasi-re´ductif et S un sous-tore de´ploye´ maximal. Une
donne´e radicielle dans G par rapport a` S au-dessus de O est la donne´e de O-mode`les en
groupes lisses, affines et connexes Z de Z (resp. Ua de Ua, ou` a ∈ Φnd est non divisible) tels
que :
(DRS 0) l’injection de S dans Z se prolonge en un morphisme S → Z, ou` S de´signe le seul
groupe diagonalisable a` isomorphisme unique pre`s modelant S.
(DRS 1) l’application conjugaison Z×Ua → Ua se prolonge en une application Z×Ua → Ua.
(DRS 2) si b 6= −a, l’application commutateur Ua×Ub →
∏
c=pa+qb∈Φnd,(p,q)∈Q
2
>0
Uc se prolonge
en un morphisme Ua × Ub →
∏
c=pa+qb∈Φnd,(p,q)∈Q
2
>0
Uc.
(DRS 3) si on note Wa l’ouvert Ua × U−a ∩ U−a × Z × Ua dans Ua × U−a, alors il existe un
voisinage ouvert Wa de Ua ×U−a contenant la section unite´ et modelant Wa tel que
l’inclusion Wa → U−a×Z ×Ua se prolonge en une application Wa → U−a×Z ×Ua.
Le lecteur aura de´ja` compris que le but de cette de´finition est de construire, par ≪ re-
collement ferme´ ≫ de Z et des Ua, a ∈ Φnd, un certain sche´ma en groupes G au-dessus de
O avec de bonnes proprie´te´s. Le §3 de [BT84] traite de prouver un tel re´sultat a` l’aide de
repre´sentations line´aires entie`res et fide`les, en exploitant la the´orie des repre´sentations de
plus grand poids des groupes re´ductifs connexes (voir [Ti71]), ce qui n’est pas bien entendu
pour les groupes quasi-re´ductifs. Cependant comme les auteurs leur-meˆmes avaient remarque´
au 3.1.7. de [BT84], la me´thode de preuve indique´e pour le proble`me en question consisterait
a` appliquer la the´orie des lois birationnelles du [SGA3], exp. XVIII, lorsqu’on aura un e´nonce´
du th. 3.7 de [BT84] dans le monde des sche´mas et pas seulement des espaces alge´briques.
Entre-temps ceci a e´te´ rendu possible par S. Bosch, W. Lu¨tkebohmert et M. Raynaud, voir
le th. 6.6.1. de [BLR90], ce qu’on fera dans la suite, en simplifiant quelques ide´es de [La96],
§5 et 6.
The´ore`me 4.2 (F. Bruhat et J. Tits, a` peu pre`s). Reprenons les notations de la de´finition
pre´ce´dente. Alors il existe un et un seul O-groupe affine, lisse et connexe G modelant G tel
que :
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(1) les inclusions Z → G et Ua → G pour tout a ∈ Φnd se prolongent en des isomor-
phismes de Z et Ua sur des sous-O-groupes ferme´s de G.
(2) pour tout syste`me de racines positives Φ+ et tout ordre mis sur Φ+, le morphisme∏
a∈Φ+nd
Ua → G soit un isomorphisme sur un sous-O-groupe ferme´ U
+ de G.
(3) l’application produit U− ×Z × U+ → G de´finisse un ouvert du membre de droite.
De´monstration. Lorsqu’on se donne un ordre grignotant sur Φ+nd, le 3.3. de [BT84] fournit
une loi de groupe dans le produit U+ =
∏
a∈Φ+nd
Ua, en argumentant par re´currence sur la
longueur des parties positivement closes Ψ de Φ+nd et en appliquant la re`gle (DRS 2). Notons
e´galement que Z ope`re sur U canoniquement d’apre`s la re`gle (DRS 1), dont la restriction au
sous-groupe ferme´ S (voir le cor. 2.5. et le th. 6.8. de [SGA3], exp. IX) ope`re sur Ua par le
poids a. Comme les groupes trouve´s sont toujours lisses et connexes, le fait que U+ s’e´crit
comme produit de ses sous-groupes ferme´s Ua range´s dans un ordre quelconque re´sulte du
the´ore`me principal de Zariski et la meˆme inde´pendance de l’ordre au-dessus des corps.
Pour construire G satisfaisant a` la troisie`me proprie´te´, il suffit de construire une loi bira-
tionnelle sur CΦ+ := U
− × Z × U+ pour un choix quelconque Φ+ de racines positives, graˆce
au th. 6.6.1 de [BLR90]. En effet, on n’a pas besoin de remplacer la grosse cellule par un
ouvert sche´matiquement dense relativement a` O d’apre`s 5.1 de [BLR90]. Il suffit de de´finir
une application birationnelle CΦ+ 99K CΦ− prolongeant l’identite´ de G dans la fibre ge´ne´rique,
car cela permettra d’obtenir des applications rationnelles de produit et d’inversion dans CΦ+ ,
en commutant tous les facteurs et en multipliant ou inversant lorsque convenable. Montrons
plus ge´ne´ralement la meˆme assertion pour chaque paire de syste`mes de racines positives Φ+
et Φ+1 par re´currence sur le cardinal de Φ
+
nd ∩ Φ
−
1,nd. Si cette intersection ne contient que la
racine non divisible a, alors l’axiome (DRS 3) en fournit un morphisme birationnel
CΦ+ = UΦ−nd\{−a} × U−a ×Z × Ua × UΦ
+
nd\{a}
99K UΦ−nd\{−a} × Ua ×Z × U−a × UΦ
+
nd\{a}
= CΦ+1 .
Ceci montre aussi que le groupe obtenu est inde´pendant du syste`me de racines positives Φ+
choisi.
Maintenant on dispose du O-groupe lisse, se´pare´ et connexe G (donc affine graˆce a` la prop.
12.9 de [SGA3]) qui mode`le G et qui contient les diffe´rents CΦ+ en tant qu’ouverts, et il faut
encore voir que les sous-groupes localement ferme´s Z et U+ sont effectivement ferme´s. Or
l’image re´ciproque de ZU+ := Z ⋉ U+ par le reveˆtement fide`lement plat C− × C+ → G est
de´termine´e par la condition ferme´e b1b2 = 1, ou` (a1, b1, b2, a2) ∈ ZU+× (U−)2×ZU+, ce qui
ache`ve notre affirmation par descente fide`lement plate. 
4.2. Enfin nous allons construire les O-mode`les en groupes GΩ d’un K-groupe quasi-re´ductif
quasi-de´ploye´ G associe´s aux parties borne´es d’un certain appartement de I(G,K). On
construit d’abord leO-mode`le Z de Z a` l’aide de la the´orie des mode`les de Ne´ron (localement
de type fini) de [BLR90], chap. 10.
Proposition 4.3 (S. Bosch, W. Lu¨tkebohmert et M. Raynaud, a` peu pre`s). Soient K un
corps discre`tement value´, O son anneau d’entiers suppose´ hense´lien et excellent, et κ son
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corps re´siduel suppose´ parfait. E´tant donne´ un K-groupe quasi-re´ductif et nilpotent Z, alors
il posse`de un mode`le de Ne´ron Z sur O, dont le sous-groupe ouvert maximal de type fini Z1
repre´sente Z(K)b = Z1(O).
De´monstration. La premie`re assertion sur l’existence d’un mode`le de Ne´ron est due a` S.
Bosch, W. Lu¨tkebohmert et M. Raynaud, voir le th. 10.2.1 de [BLR90], dont la de´monstration
consiste des e´tapes suivantes : on peut e´liminer le tore maximal T de Z en prenant une
extension finie qui le de´ploie et en appliquant les 10.1.4 et 10.1.7 de [BLR90] ; lorsque Z est
unipotent ploye´, on se rame`ne a` montrer que Z(Knr) est borne´, ce qu’il faut montrer par
de´vissage lorsque Z = Z[p] est p-torsion ; on utilise l’e´criture explicite de ces groupes due
a` J. Tits pour en construire une compactification sans aucun point rationnel a` l’infini, cf.
prop. 11 de [BLR90] ou th. VI.1. de [Oes84].
Afin de prouver la dernie`re affirmation, on peut supposer K = Knr strictement hense´lien.
Notons que le groupe π0(Zs)(κ) est une extension du groupe fini π0(Zs/Ss) par le groupe
abe´lien de rang dimS π0(Ss). En meˆme temps, l’application p : Z(K)→ X∗(S)⊗Q donne´e
par χ(p(z)) = ω(χ(z)) se factorise en une application p¯ : π0(Zs) → X∗(S) ⊗ Q, telle que
l’image de π0(Ss) en de´termine un re´seau. Par conse´quent, on voit que le noyau de p¯ est un
groupe fini distingue´ et e´gal a` Z(K)b/Z0(O) et que tout sous-groupe fini de π0(Zs) en est
contenu, ce qui implique l’existence d’un sous-groupe ouvert Z1 de Z posse´dant les proprie´te´s
de´sire´es. 
Maintenant on se penche sur les mode`les entiers Ua,Ω des Ua, a ∈ Φ.
Lemme 4.4. Soient k, l ∈ R re´els quelconques. Alors, il existe un et un seul O-mode`le affine,
lisse et connexe Ua,(k,l) de Ua tel que Ua,(k,l)(O′) = U ′a,kU
′
2a,l pour toute extension conservatrice
K ′ de K.
De´monstration. L’unicite´ re´sulte toujours du fait que ces mode`les deviennent imme´diatement
e´toffe´s, cf. de´f. 1.7.1. de [BT84], de`s que le corps re´siduel κ′ est infini. Les mode`les lisses, affines
et connexes U2a,l des sous-groupes radiciels U2a attache´s aux racines divisibles seront obtenus
comme adhe´rences sche´matiques de U2a dans Ua,(k,l), donc on suppose que a ∈ Φnd n’est
pas divisible. On peut supposer aussitoˆt que G = G˜psre´d,a est pseudo-re´ductif, mode´re´ment
universel et de rang pseudo-de´ploye´ 1. Lorsque dom(ζa) = RKa/KSL2, il re´sulte que Ua,k
s’identifie a` ̟naOa dedans Ka
∼= Ua(K), ou` Oa de´signe l’anneau d’entiers de Ka, ̟a une
uniformisante et n est le plus petit entier majorant [Ka : K]k. On voit aise´ment que Ua,k
est repre´sente´ par la restriction des scalaires Ua,k du spectre affine de Oa[̟−na t] le long
de l’extension finie et plate O → Oa (en vertu du fait que O soit japonais), identifie´ par
transport de structure le long de xa a` un mode`le en groupes affine, lisse et connexe de Ua,
et que ceci commute aux changements de base conservateurs. Ici on utilise l’hypothe`se de
excellence faite sur O, pour savoir que Oa est toujours fini sur O.
Si a est multipliable, on peut supposer sans perdre de ge´ne´ralite´ que k ∈ Γ′a et l ≤
inf(Γ2a ∩ [2k,+∞[). Supposons que dom(ζa) = RK2a/KSU3,Ka/K2a et fixons λ de valeur ω(λ)
maximal parmi les e´le´ments de trace 1. Alors, xa identifie Ua au groupe RK2a/KH
λ de 2.4
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dont les points rationnels sont les couples (x, y) ∈ Ka ×K0a , de telle sorte que la valuation
soit donne´e par ϕa(x, y) =
1
2
ω(y + λxσ(x)). Posant γ = −1
2
ω(λ), on tire Γ′a = −γ + ω(K
×
a ),
Γ2a = ω(K
0
a \0) et Ua,kU2a,l co¨ıncide avec la partie des couples (x, y) tels que ω(x) ≥ k+γ et
ω(y) ≥ l, cf. 4.3.5. et 4.3.7. de [BT84]. Graˆce au paragraphe pre´ce´dent, on obtient un mode`le
entier en groupes lisse, affine et connexe Ua,(k,l) de Ua repre´sentant Ua,kU2a,l, qui commute
aux changements de base conservateurs.
Conside´rons finalement le cas ou` dom(ζa) = RK2a/KBC1. On a une identification Ua =
RKa/KGa × RK2a/KGa, avec Ka = K
1/2
2a , de telle manie`re que ϕa(x, y) =
1
2
ω(αx2 + y) ; en
particulier, on a Γ2a = ω(K
×
2a) et Γ
′
a =
1
2
ω(K×a )\ω(K
×
a ). Choisissons α tel que ω(α) /∈ ω(K
×
2a)
pour que ω(αx2+y) = inf{ω(α)+2ω(x), ω(y)} et il suffit maintenant d’observer que Ua,kU2a,l
est forme´ par la partie des couples (x, y) tels que ω(x) ≥ k+ γ et ω(y) ≥ l, ou` γ = −1
2
ω(α),
laquelle est repre´sentable par un O-mode`le en groupes lisse, affine et connexe Ua,(k,l) de
Ua. 
Soit Ua,Ω := Ua,(fΩ(a),fΩ(2a)) le O-mode`le lisse, affine et connexe de Ua dont le groupe
des points entiers Ua,Ω(O′) co¨ıncide avec le sous-groupe U ′a,f(a)U
′
2a,f(2a) pour toute extension
conservatrice K ′ de K. Toutefois, par une question de convenance, nous travaillerons avec
les fonctions f : Φ → R quasi-concaves au sens de la de´f. 4.5.3. de [BT84] (voir aussi
la de´f. 6.4.7. de [BT72], ainsi que l’addendum E2 de [BT84]), plutoˆt que avec les parties
borne´es et non vides Ω des appartements, fonctions lesquelles ont e´te´ dessine´es pour assurer
qu’on puisse constituer des donne´es radicielles sche´matiques a` leur aide. Quelques e´nonce´s
se simplifient lorsqu’on conside`re l’optimise´e f ′ de f donne´e par f ′(a) := inf{k ∈ Γ′a : k ≥
f(a) ou, lorsque a
2
∈ Φ, k ≥ 2f(a
2
)} - cela ne change grand-chose, car on a Ua,f = Ua,f ′ ,
compte tenu de la rem. 6.4.12.(a) de [BT72]. Remarquons que l’on posse`de de meˆme des
sous-groupes P 0f , P
1
f (et meˆme P
†
f , cf. 4.6.16 et 4.6.17. de [BT84]) associe´s a` f en reprenant
les de´finitions du 3.2 avec f au lieu de fΩ.
The´ore`me 4.5. Gardant les notations ci-dessus, les O-groupes Z0 et Ua,f , pour toute ra-
cine non divisible a ∈ Φnd, de´finissent une donne´e radicielle sche´matique dans le groupe
quasi-re´ductif et quasi-de´ploye´ G. Le sche´ma en groupes G0f fourni par le th. 4.2 est l’unique
O-groupe affine, lisse et connexe, satisfaisant a` G0f (O
′) = P 0f,K ′ pour toute extension conser-
vatrice K ′ de K.
De´monstration. Afin de ve´rifier les re`gles, remarquons qu’on peut, graˆce a` un changement
de base conservateur, supposer le corps re´siduel parfait κ infini : si f est l’optimise´e d’une
fonction concave, cela est e´vident ; sinon, on a besoin de faire des calculs comme dans la
prop. 4.5.5., le cor. 4.5.7. et la prop. 4.5.10. de [BT84]. En particulier, les O-groupes S, Z0
et Ua,f sont suppose´s e´toffe´s, cf. de´f. 1.7.1. de [BT84]. Ceci e´tant, l’axiome (DRS 0) re´sulte
de la fonctorialite´ des mode`les de Ne´ron connexes, (DRS 1) de la compatibilite´ des donne´es
radicielles value´es et (DRS 2) de la proprie´te´ (QC 2) des fonctions quasi-concaves. Quant
a` (DRS 3), il faut premie`rement de´finir la fonction da ∈ K[U−a × Ua] dont l’ouvert spe´cial
de´termine l’intersection de U−a×Ua avec la grosse cellule C = U+×Z ×U− : on se rame`ne
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rapidement au cas des groupes de rang pseudo-de´ploye´ 1, a` savoir les restrictions des scalaires
de SL2, SU3 et BC1 ; les deux premiers cas se traitent comme dans 4.1.6. et 4.1.12. de [BT84]
et le dernier y se rame`ne en tirant en arrie`re la fonction da pour SL2. Ensuite on proce`de
verbatim comme dans 4.5.8. de [BT84], a` savoir on ve´rifie que cette fonction est entie`re par
un calcul de points entiers et l’on note Wa,f l’ouvert spe´cial de´fini par da ∈ O[U−a,f × Ua,f ],
qui contient la section unite´ et est aussi e´toffe´ d’apre`s 1.7.3.e de [BT84]. Enfin il ne reste qu’a`
voire que βa : Wa → Ua×Z×U−a se prolonge en un morphisme entier. Il est aise´ de calculer
que prU±a ◦ βa(Wa,f (O)) ⊆ U±a,f (O), en se ramenant au cas pseudo-re´ductif et mode´re´ment
universel de rang pseudo-de´ploye´ e´gal a` 1. D’autre part, le morphisme compose´ de sche´mas
prz ◦ βa se prolonge en un morphisme entier Wa,f → Z graˆce a` la proprie´te´ universelle du
mode`le de Ne´ron de Z, qui, en fait, se factorise a` travers de Z0 par une question de connexite´
du membre de gauche et ce que l’image de la section unite´ de Wa,f est la section unite´ de Z.
Enfin la repre´sentabilite´ de P 0f par Gf de´coule d’un raisonnement classique avec des ouverts
denses, voir le cor. 4.6.7. de [BT84]. 
Retournant aux parties borne´es non vides Ω d’un appartement quelconque A(G, S,K) de
I(G,K), on note GΩ := GfΩ = Gf ′Ω le O-mode`le en groupes de G de´duit du th. pre´ce´dente
et on l’appelle le mode`le immobilier attache´ a` Ω. Si Ω est, en plus, une facette, alors Gf
est de´nomme´ un mode`le parahorique. On remarque encore qu’on posse`de aussi d’autres
O-mode`les en groupes G1Ω (resp. GˆΩ, resp. G
†
Ω) de G repre´sentant P
1
Ω (resp. PˆΩ, resp. P
†
Ω),
mais cependant on ne sait plus que pour P 1Ω, si cette repre´sentabilite´ est pre´serve´e lorsqu’on
prendre d’extensions conservatrices et meˆme non ramifie´es. Si l’on ne se inte´ressait pas a` la
grosse cellule, on pourrait avoir construit les mode`les entiers G0Ω de manie`re plus commode,
cf. lem. 7.2 de [Yu15], en prenant l’adhe´rence sche´matique de G dans une repre´sentation
convenable GLn et puis en lissifiant la composante neutre du mode`le plat e´che´ant au moyen
d’une suite de dilatations (voir soit [WW80], soit le 3.2 de [BLR90], soit [MRR20]).
M. Solleveld nous a demande´ si l’existence de bonnes filtrations au sens de P. Schneider
et U. Stuhler [SS97] de Z(K) par rapport a` G(K) peut eˆtre de´duite de nos mode`les entiers.
Bien que l’on a toujours la filtration exhaustive des sous-groupes de congruence modulo
̟n, celle-ci est typiquement trop faible ; d’autre part, on pourrait de´finir la filtration de
Moy-Prasad dans ce cadre, mais elle ne serait pas toujours exhaustive, parce que Z(K)
n’est pas force´ment sans p-torsion, meˆme lorsque G est pseudo-re´ductif, cf. [CGP15], ex.
1.6.3. Cependant nous ne savons pas comment unifier les deux me´thodes. En the´orie des
repre´sentations p-adiques, on s’inte´resse aussi aux sche´mas en groupes associe´s aux fonctions
quasi-concaves f : Φ ∪ {0} → R.
4.3. Reprenons les notations des paragraphes pre´ce´dents et de´terminons maintenant le ra-
dical unipotent du k-groupe G0f,s := G
0
f ⊗O k, ou` f : Φ → R est une fonction quasi-concave
et optimale. On note f ∗ : Φ → R la fonction qui fait correspondre a` une racine a le plus
petit nombre re´el appartenant a` Γ′a et majorant strictement f(a) si f(a) + f(−a) = 0 ou
tout simplement la meˆme valeur f(a) si f(a) + f(−a) > 0.
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Lemme 4.6. La fonction f ∗ est quasi-concave, le radical unipotent de G0f,s s’identifie a`
l’image de U+f∗,s×RuZ
0
s ×U
−
f∗,s par le morphisme produit et le syste`me de racines du quotient
re´ductif G0,re´df,s suivant le tore de´ploye´ maximal Ss s’identifie a` Φf = {a ∈ Φ : f(a)+f(−a) =
0}.
De´monstration. On peut supposer sans perdre de ge´ne´ralite´ que κ est infini, en prenant
une extension conservatrice non ramifie´e et en appliquant la descente e´tale. Vu que la fibre
spe´ciale Z0s (resp. Ua,f,s) co¨ıncide avec le centralisateur du tore de´ploye´ maximal Ss dans G
0
f,s
(resp. le sous-groupe radiciel associe´ au poids a ∈ Φnd), cf. 4.6.4 de [BT84], on peut d’apre`s
soit [BT84], 1.1.11, soit la prop. 3.3.10 de [CGP15], se ramener au cas ou` Φ consiste d’un seul
rayon radiciel. Maintenant on observe que βa se prolonge en une application de U−a,f∗ ×Ua,f
dans Ua,f × Z0 × U−a,f∗ , dont les calculs ressemblent ceux de 4.5.8 ii de [BT84]. Par suite,
la partie localement ferme´e Ua,f,s × Z
0
s × imU−a,f∗,s de G
0
f,s est meˆme un sous-groupe ferme´
et re´soluble, ce qui termine la de´monstration lorsque f = f ∗. Supposons que f ∗(a) > f(a)
de telle sorte que f(a) + f(−a) = 0, et prenons un e´le´ment u ∈ Ua tel que ϕa(u) = f(a) .
Alors ϕ−a(u
′) = ϕ−a(u
′′) = −f(a), ou` m(u) = u′uu′′ est le seul e´le´ment de N(K) s’e´crivant
de cette manie`re, donc m(u) ∈ G0f,s y induit la re´flexion de Ss dans G
0,re´d
f,s par rapport a` a,
en e´changeant le sous-groupe re´soluble Ua,f,s × Z0s × imU−a,f∗,s par son oppose´ imUa,f∗,s ×
Z0s × U−a,f,s. On note que cet argument ne change pas lorsque f
∗(2a) > f(2a) et qu’il
implique que le comple´ment de imUa,f∗,s(κ) dans Ua,f,s(κ) n’appartient a` RuG0f,s. Par densite´
des points rationnels lorsque κ est infini et parfait, il s’ensuit que le sous-groupe radiciel
Va,f de G
0,re´d
f,s s’identifie a` Ua,f,s/imUa,f∗,s, d’ou` la conclusion. Les affirmations concernant la
quasi-concavite´ de f ∗ et le syste`me de racines du quotient re´ductif en re´sultent. 
Enfin on arrive a` la ge´ne´ralisation quasi-re´ductive de l’e´nonce´ du the´ore`me fondamental
4.6.33 de [BT84] sur le lien entre les sous-groupes parahoriques Pf attache´s a` une facette f
de I(G,K) et les sous-groupes paraboliques du quotient re´ductif de la fibre spe´ciale Gf,s.
The´ore`me 4.7. Reprenons toutes les notations introduites aux paragraphes pre´ce´dents et
rappelons que G est suppose´ quasi-de´ploye´. Soit f ⊆ I(G,K) une facette et I(G,K)f l’e´toile
de f , c’est-a`-dire, l’ensemble ordonne´ de toutes les facettes f ′ dont l’adhe´rence contient f .
A` chaque membre f ′ de l’e´toile, associons le κ-sous-groupe alge´brique Qf ′,f de G
0
f ,s image du
morphisme canonique G0
f
′,s → G
0
f ,s. Les proprie´te´s suivantes sont remplies :
(1) Cette application f ′ 7→ Qf ′,f est un isomorphisme d’ensembles ordonne´s entre l’e´toile
de f et l’ensemble des sous-groupes paraboliques de G0
f ,s ordonne´ par la relation oppose´e
a` l’inclusion.
(2) Le sous-groupe parahorique G0
f
′(O) ⊆ G0f (O) est e´gal a` l’image re´ciproque de Qf ′,f(κ)
par la projection G0
f
(O)→ G0
f ,s(κ).
De´monstration. Soient A(G, S,K) un appartement de l’immeuble contenant f, fixe´ dans la
suite, et a l’unique alcoˆve dont l’adhe´rence contient f telle que a(x) + ff(a) > 0 pour tout
x ∈ a et toute racine positive a ∈ Φ+
f
du sous-syste`me de racines de f. On va premie`rement
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e´tudier les facettes de l’appartement emboˆıte´es entre f et a, ve´rifier qu’elles correspondent par
l’application de l’e´nonce´ aux sous-groupes paraboliques standards de G0
f,s contenant le sous-
groupe pseudo-parabolique minimal attache´ aux racines positives Φ+
f
, ainsi que les restantes
affirmations du the´ore`me.
Observons que ces facettes emboˆıte´es correspondent bijectivement aux parties J de ∆f,
en envoyant f′ sur l’ensemble J = {a ∈ ∆f : ff′(−a) = ff(−a)}, et notons que ΦfJ est
e´gal au sous-syste`me de racines de Φf engendre´ par J . Comme e´videmment ff′ ≥ ff pour
toute sur-facette de f, il re´sulte qu’il y a une application canonique G0
fJ
→ G0
f
, dont l’image
s’identifiera selon l’e´nonce´ au sous-groupe parabolique standard de type J de G0
f,s. Pour le
voir, observons que, si la somme ff(a) + ff(−a) > 0 est strictement positive, alors elle est
e´gale a` la plus grand longueur des intervalles ouverts de R\Γ′a. Par suite, ffJ (a) = ff(a) pour
toute racine a /∈ Φf et, d’autre part, par hypothe`se ffJ (a) est e´gale a` ff(a) si a ∈ Φ
+
f
∪ ΦfJ
et a` son successeur dans Γ′a sinon. De ces conside´rations et du lem. 4.6, il de´coule que QfJ ,f
est justement le sous-groupe pseudo-parabolique de type J . On voit de meˆme, compte tenu
de la surjectivite´ de Ua,f(O) → Ua,f(κ) et Z0(O) → Z0(κ), vu que O est hense´lien, que
l’application G0
fJ
(O) → QfJ ,f(κ) est surjective. Pour re´gler la dernie`re affirmation, il faut
tout simplement remarquer que le noyau de la projection G0
f
(O)→ G0
f,s(κ) est contenu dans
G0
f
′(O), d’apre`s le 4.6.8 (i) de [BT84].
Le cas ge´ne´ral se de´duit de ce qui pre´ce`de par conjugaison, en observant que, d’une part,
N0
f
permute transitivement les alcoˆves qui contiennent f et le sous-groupe Uf engendre´ par
les Ua,f pour a ∈ Φ permute transitivement les appartements contenant f (voir la prop. 7.4.6.
de [BT72]), tandis que, d’autre part, les κ-sous-groupes paraboliques de G0
f,s sont conjugue´s
d’un standard par un certain e´le´ment de G0
f,s(κ). L’injectivite´ re´sulte de ce que chaque paire
de facettes sont contenues dans un meˆme appartement A(G, S,K), tandis que la partie des
points fixes de G0
f
(O) dans celui-ci est e´gal a` l’adhe´rence de f (voir [BT72], prop. 7.4.5.). 
4.4. Maintenant on va descendre l’immeuble le long d’une extension non ramifie´e a` la suite
de [BT84], V (plus re´cemment, G. Prasad a trouve´ dans [Pr16] une strate´gie diffe´rente pour
y parvenir, ce qui ne nous aide pas force´ment dans notre cadre non re´ductif). Soient K
un corps discre`tement value´ et hense´lien, O son anneau d’entiers suppose´ excellent, κ son
corps re´siduel suppose´ parfait, et G un groupe quasi-re´ductif quelconque sur K. Si l’on note
Knr la plus grande extension alge´brique non ramifie´e de K, alors G devient quasi-de´ploye´
sur Knr, cf. cor. 2.3, qui on peut appliquer graˆce au fait que Knr est un corps C1 (voir
[Lan52]), et on dispose donc d’un immeuble I(G,Knr), qui est ope´re´ par Γ := Gal(Knr/K)
de fac¸on compatible avec l’ope´ration naturelle de ce dernier sur G(Knr). La de´finition na¨ıve
de l’immeuble I(G,K) serait donc la partie I(G,Knr)Γ et on de´finirait les mode`les en groupes
parahoriques G0Ω associe´s a` des parties de I(G,K) comme les descendus e´tales de tels mode`les
de´finis au-dessus de Onr. Cependant pour qu’on de´duise de bonnes proprie´te´s ge´ome´triques
et combinatoires de ces objets, il faut travailler encore comme dans le § 5. de [BT84]. Pour
eˆtre plus pre´cis, on aura besoin des proprie´te´s combinatoires de l’immeuble I(G,Knr) joint
a` l’ope´ration de Γ pour de´duire l’existence d’une valuation de la donne´e radicielle abstraite
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(Z(K), Ua(K))a∈Φ dans G(K), ou` S est un tore de´ploye´ maximal de G, Z = ZG(S) est le
centralisateur de S et Ua est le sous-groupe radiciel attache´ a` la racine a ∈ Φ := Φ(G, S) ;
l’immeuble re´sultant sera identifie´ a` la fin avec les points fixes I(G,Knr)Γ.
Lemme 4.8. Il existe un tore Knr-de´ploye´ maximal Snr de G qui contient S et qui est de´fini
sur K.
De´monstration. On peut se ramener aussitoˆt au cas ou` G = Z, dont les Knr-tores de´ploye´s
maximaux contiennent S automatiquement. Observons que les orbites de l’ope´ration de Γ
sur I(Z,Knr) sont finies, car chaque appartement est associe´ a` un tore de´ploye´ sur une
extension finie de K. Par suite, Γ fixe un point x ∈ I(Z,Knr), cf. prop. 3.2.4. de [BT72]
et le Onr-mode`le parahorique Z := Zx se descend en un O-groupe. Soient snr un κ-tore
maximal de Zs et Snr l’unique O-tore a` isomorphisme unique pre`s qui rele`ve snr, en vertu
de l’e´quivalence entre les cate´gories des alge`bres e´tales et finies au-dessus de O et κ. Graˆce
a` la representabilite´ par un sche´ma lisse du foncteur des homomorphismes d’un tore dans
un sche´ma en groupes lisse et affine, cf. cor. 4.2., exp. XI de [SGA3], le O-tore Snr s’envoie
dans Z par une application, qui est ne´cessairement une immersion ferme´e d’apre`s le th. 6.8,
exp. IX de [SGA3]. Il s’ensuit que la fibre ge´ne´rique Snr := Snrη s’identifie a` un K-tore de Z,
dont le Knr-tore de´duit par changement de base K → Knr devient de´ploye´ maximal, car les
rangs de´ploye´s de Zs¯ et Z ⊗Knr co¨ıncident, cf. prop. 4.6.4 (i) de [BT72]. 
Fixons alors un tel tore Snr, dont le appartement Anr := A(G, Snr, Knr) est invariant par
Γ et posse`de un point fixe. En fait A := Anr,Γ en est un sous-espace affine de dimension e´gale
au rang de Sde´r. On note aussi Inr l’immeuble I(G,Knr) de G et I := Inr,Γ la partie des
points fixes par Γ. Choisissons une valuation ϕ ∈ A invariante par Γ de la donne´e radicielle
abstraite (Znr(Knr), Uanr(K
nr))anr∈Φnr, ou` l’on note Z
nr le centralisateur de Snr. Pour chaque
a ∈ Φ et k ∈ R ∪ {+∞}, posons
Unra,k =
∏
anr
Unranr,k
∏
(2a)nr∈Φnd
Unr(2a)nr,2k,
Ua,k = U
nr
a,k ∩ Ua(K),
ou` anr parcourt l’ensemble des racines de G par rapport a` Snr dont la restriction a` S est
e´gale a` a. Enfin on de´finit la fonction ϕa(u) = sup{k : u ∈ Ua,k}.
The´ore`me 4.9. Les fonctions ϕa de´finissent une valuation ϕ de la donne´e radicielle abstraite
(Z(K), Ua(K))a∈Φ. L’immeuble I(ϕ) associe´ a` ϕ s’identifie naturellement a` I, de telle fac¸on
que l’appartement A(ϕ) s’envoie sur A. Les racines affines de I sont les intersections des
racines affines de Inr associe´es aux racines anr ∈ Φnr \ Φnr0 .
De´monstration. Pour de´montrer le the´ore`me, il faut encore ve´rifier les hypothe`ses (DI 3) et
(DV 2) du th. 9.2.10. de [BT72], les restantes e´tant e´videntes ou de´ja` vues. Prenons alors
une facette maximale f de Anr rencontrant A et soit f′ une autre facette dont l’adhe´rence
contient f et qui rencontre I. Graˆce a` la bijection du th. 4.7, on se rame`ne a` montrer que
G0
f,s, entendu en tant que κ-groupe, n’admet aucun sous-groupe κ-parabolique propre. Quitte
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a` conjuguer, un tel Qf′,f contient Ss et donc le centralisateur Zs ⊇ S
nr
s ; il en re´sulte que f
′
appartient a` Anr et est invariante par Γ, ce qui entraˆıne f′ = f par hypothe`se.
Quant a` (DV 2), on montre notamment que l’inclusion Γ′a ⊆ Γ
′
anr est une e´galite´. On
fait usage d’abord de la structure des mode`les Unranr pour qu’on trouve un e´le´ment v ∈
Unranr,k∩G(Kanr)\Uanr,>kU(2a)nr ,2k, ou` k ∈ Γ
′
anr et Kanr est le corps fixe par le stabilisateur Γanr
de anr. En e´crivant x =
∏
σ∈Γ/Γa
σ(v) pour un ordre quelconque, on observe que σ 7→ x−1σ(x)
est un cocycle a` valeurs dans le groupe des commutateurs des Unrσ(anr),k, qui est contenu dans le
sous-groupe engendre´ par les Unrσ(anr)+τ(anr),2k. Vu le 4.6.2. de [BT84], ce sous-groupe est sous-
jacent a` un O-mode`le de
∏
σ,τ U
nr
σ(anr)+τ(anr), qui est un groupe vectoriel, et on lui applique le
lem. 5.1.17. de [BT84] afin de de´duire l’annulation du premier groupe de cohomologie. En
particulier, on tire x−1σ(x) = y−1σ(y) avec y ∈
∏
σ,τ U
nr
σ(anr)+τ(anr),2k, donc u = yx
−1 ∈ G(K)
et, par construction meˆme de u, l’on a k ∈ Γ′a.
A` ce stade, il s’ensuit du th. 9.2.10. de [BT72] que ϕ est une valuation de la donne´e
radicielle abstraite dont il s’agit, et les props. 9.1.17 et 9.2.15. de [BT72] en fournissent une
injection I(ϕ) →֒ I e´quivariante, identifiant le membre de gauche a` la plus grande partie de
I contenant A et stable sous l’action de G(K). Enfin il suffit de montrer que I = G(K)A. En
raisonnant comme dans le lem. 4.8, on re´alise un point donne´ x ∈ I dans un appartement Anr1
invariant par Γ. Soient Snr1 le K-tore K
nr-de´ploye´ maximal associe´, S1 le K-sous-tore de´ploye´
maximal de Snr1 et A1 = A
nr
1 ∩ I. Vu que les tores de´ploye´s maximaux sont conjugue´s, on
peut supposer S1 = S. Graˆce a` la prop. 7.6.4. de [BT72] (comparer avec le 5.1.3. de [BT84]),
on peut trouver un appartement Anr2 contenant les S(K)-orbites de ϕ et x et il s’ensuit que
A1 = A, cf. lem. 9.2.6. de [BT72]. 
En conclusion, nous avons construit l’immeuble I(G,K) du groupe quasi-re´ductif G sur
le corps value´ K et donc on peut de´finir les mode`les immobiliers G0Ω d’une partie Ω non
vide et borne´e d’un appartement A(G, S,K) comme e´tant le O-descendu du Onr-mode`le
correspondant Gnr,0Ω (ce qui a e´te´ fait mille fois pendant la de´monstration !). Ceci est le plus
grand mode`le en groupes affine, lisse et connexe de G tel que ses points avec valeurs dans Onr
fixent Ω. Il peut de meˆme s’e´crire comme recollement ferme´ du seul O-mode`le en groupes
parahorique Z de Z (qui n’est pas toujours un mode`le de Ne´ron connexe !) et des mode`les
en groupes convenables Ua,Ω de Ua, pour chaque racine a ∈ Φnd, voir le 5.2.4. de [BT84].
La plupart des e´nonce´s des nume´ros pre´ce´dents se descendent de manie`re e´vident dans la
topologie e´tale - c’est le cas de la prop. 3.6 et du th. 4.7, dont la ve´rification est laisse´e au
soin du lecteur.
5. Applications aux grassmanniennes affines
Ici on explique le lien e´troit entre le caracte`re quasi-re´ductif d’un groupe sur un corps local
ou global et la proprete´ de sa grassmannienne affine.
5.1. Dans [Ri16], T. Richarz a donne´ un crite`re ge´ome´trique en termes des grassman-
niennes affines suffisant et ne´cessaire pour qu’un O-mode`le affine, lisse et connexe d’un
THE´ORIE DE BRUHAT-TITS POUR LES GROUPES QUASI-RE´DUCTIFS 27
groupe re´ductif sur K soit parahorique, ou` K est un corps discre`tement value´ complet de
caracte´ristiques e´gales a` corps re´siduel parfait κ. Ici nous montrons que ce crite`re s’e´tend aux
groupes affines et lisses sur les corps discre`tement value´s complets de caracte´ristiques e´gales
et re´siduellement parfait. Mais d’abord on fait des rappels sur la the´orie des grassmanniennes
affines, ainsi qu’elles avaient e´te´ introduites de fac¸on homoge`ne par X. Zhu [Zhu17] :
De´finition 5.1. Soient K un corps discre`tement value´ complet, O son anneau d’entiers
et κ le corps re´siduel, qu’on suppose parfait. E´tant donne´ un O-groupe plat et affine G,
la grassmannienne affine GrG est le pre´-faisceau en κ-alge`bres parfaites R classifiant les
classes d’isomorphisme de G-torseurs E au-dessus de WO(R) munis d’une trivialisation β
au-dessus de WO(R) ⊗O K, ou` WO(R) := O⊗ˆκR si K est de caracte´ristiques e´gales ou
WO(R) := O⊗ˆW (κ)W (R) sinon.
On sait que les grassmanniennes affines sont repre´sentables par des ind-sche´mas ind-quasi-
projectifs parfaits (voir [Zhu16] en caracte´ristiques e´gales, auquel cas elles posse`dent une
re´alisation canonique en tant que sche´mas, et [BS17] en ine´gales). Lorsque G est lisse, la
grassmannienne affine G s’e´crit comme le faisceau quotient LG/L+G pour la topologie e´tale,
ou` l’on note G la fibre ge´ne´rique de G, LG le groupe de lacets donne´ par R 7→ G(WO(R)⊗K)
et L+G le groupe d’arcs de´fini par R 7→ G(WO(R)). L’e´nonce´ suivant caracte´rise les groupes
(presque) parahoriques en fonction de la ge´ome´trie de GrG.
The´ore`me 5.2. On garde les notations ci-dessus. Pour que GrG soit ind-projective, il faut
et il suffit que G0 soit un groupe parahorique.
De´monstration. Notons qu’on peut toujours supposer κ alge´briquement clos, puisque les
proprie´te´s d’eˆtre quasi-re´ductif et parahorique se descendent en la topologie e´tale, et aussi
que G = G0, puisque l’application naturelle GrG0 → GrG est un recouvrement fini e´tale de
son image ferme´e, dont un nombre fini de translate´s recouvrent GrG.
Traitons premie`rement la suffisance. Comme κ est alge´briquement clos, G est automatique-
ment quasi-de´ploye´, cf. cor. 2.3. Soit f une facette de l’appartement A(G, S,K) de l’immeuble
I(G,K). Il sera plus convenable de conside´rer les fixateurs interme´diaires G1
f
, pour qu’on aie
des BN-paires en niveau iwahorique. Soient Sw,f les images ferme´es de L
+G1
f
→ GrG1
f
, g 7→
gnw, ou` nw de´signe un repre´sentant quelconque de w ∈ Wf \W 1af/Wf et signalons que leur
re´union forme un recouvrement ferme´ topologique de la grassmannienne, donc il suffit de
montrer leur projectivite´. En observant que L+G1
f
/L+G1
a
est repre´sentable par un sche´ma
parfait lisse et projectif, on se rame`ne au cas ou` f = a. Apre`s une translation par un e´le´ment
de N(K) qui laisse a invariante, on peut supposer w ∈ Waf, ce qu’on fera de´sormais, et on
conside`re une de´composition re´duite w = [si1 : . . . : sin] de w = si1 . . . sin en des re´flexions
si par rapport aux cloisons fi de a. Notons Dw = L
+G1
fi1
×L
+G1a · · · ×L
+G1a L+G1
fin
/L+G1
a
la
varie´te´ de Demazure associe´e a` la de´composition re´duite w. On montre par induction sur n
que ce faisceau est projectif sur κ et le morphisme produit Dw → GrGa se factorise a` travers
son image ferme´e Sw,a, qui est donc projective aussi.
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Pour de´montrer la re´ciproque, il faut observer d’abord que G est quasi-re´ductif. Notons
premie`rement que, si H1 est un sous-K-groupe ferme´ et distingue´ de H2, alors l’adhe´rence
sche´matique H1 de H1 dans n’importe quel mode`le entier plat H2 de H2 l’est aussi, et le
faisceau quotient H2/H1 est repre´sentable par un sche´ma en groupes affine et plat, d’apre`s le
th. 4.C. de [Ana73]. Par suite, l’application GrH1 → GrH2 est une immersion ferme´e, cf. prop.
1.2.6. de [Zhu16]. Appliquant cela au radical unipotent de´ploye´ RudG de G et a` une suite de
composition de ce dernier a` quotients successifs isomorphes a` Ga, on arrive a` un mode`le entier
plat A de Ga dont la grassmannienne affine est ind-projective. Notons qu’on peut trouver
des O-mode`les lisses et connexes Ai, i = 1, 2, de Ga isomorphes a` Ga en tant que groupes
(mais non en tant que mode`les), tels qu’il y ait des morphismes A1 → A → A2. Il s’ave`re
par des calculs explicites avec les groupes de lacets que GrGa s’identifie a` l’espace affine infini
et que le morphisme compose´ GrA1 → GrA2 est surjectif, d’ou` la meˆme affirmation pour
GrA → GrA2 , ce qui est en contradiction avec l’ind-projectivite´ du premier.
La dernie`re e´tape se fait comme dans la source originale et l’on suppose G = G0 connexe.
Comme G(O) ⊆ G(K) est un sous-groupe borne´ pour la topologie induite par la valuation de
K, il s’ensuit qu’il stabilise une facette de I(G,K) (voir le th. 3.3.1. de [BT72]), qu’on peut
supposer maximale sans perdre de ge´ne´ralite´, d’ou` une inclusion de G(O) dans P †
f
(voir la
de´monstration de la prop. 3.9). Alors le 1.7 de [BT84] en fournit un morphisme sche´matique
G → G†
f
qui se factorise par connexite´ a` travers G0
f
. La fibre sur la section unite´ de l’application
GrG → GrG0
f
est repre´sentable par un sche´ma parfait projectif et s’identifie a` L+G0
f
/L+G. Vu
que le noyau de L+G0
f
→ G0,re´d
f,s est un κ-groupe pro-unipotent, on a ne´cessairement que le
sous-groupe L+G de L+G0
f
est l’image re´ciproque d’un certain κ-sous-groupe parabolique P
de G0,re´d
f,s . Par maximalite´ de f, on en tire P = G
0,re´d
f,s (cf. th. 4.3), ce qui entraˆıne L
+G = L+G0
f
,
et donc l’e´galite´ cherche´e. 
Observons que, lorsqu’on se donne un groupe pseudo-re´ductif exotique basique G, alors
la grassmannienne affine parfaite GrGΩ s’identifie a` GrGΩ , ou` l’on note GΩ le mode`le im-
mobilier correspondant du cousin de´ploye´ G, tandis que l’application de leurs re´alisations
sche´matiques canoniques induit toujours un home´omorphisme universel entre leurs varie´te´s
de Schubert, qui n’est presque jamais birationnel. Dans [HLR, §7.2], on trouvera une ap-
plication de la the´orie de Bruhat-Tits pour les groupes pseudo-re´ductifs au proble`me de
de´terminer tous les groupes G mode´re´ment ramifie´s dont les varie´te´s de drapeaux affines
sont re´duites (dans le cas ou` le reveˆtement simplement connexe n’est pas e´tale).
Donnons-nous une courbe lisse et connexe X sur un corps parfait κ. On dispose d’un
ind-sche´ma GrG,X au-dessus de X pour chaque X-groupe G, qui redonne la grassmannienne
affine classique au-dessus de chaque point ferme´. T. Richarz a montre´ dans [Ri19] que, pour
que la fibre ge´ne´rique GrG,X,η soit ind-projective, il faut que le κ(X)-groupe G := G0η soit
quasi-re´ductif et il a conjecture´ que ce crite`re est suffisant. Voici la confirmation pour les
groupes pseudo-re´ductifs.
Corollaire 5.3. Soit G un κ(X)-groupe pseudo-re´ductif. Alors, GrG,η := GrG,X,η est ind-
projectif.
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De´monstration. Vu que l’ensemble des fibres propres est constructif, le fait que GrG,η soit
projectif revient a` dire que G⊗ ÔX,x est parahorique presque partout, c’est-a`-dire au-dessus
des points ferme´s d’un ouvert assez petit U non vide de X ou` G est de plus encore de´fini.
Il suffit de ve´rifier l’assertion pour le reveˆtement mode´re´ment universel G˜ et pour le Cartan
Z.
Vu que la condition d’eˆtre parahorique se ve´rifie a` l’aide des points entiers, on peut aussi
supposer G primitif. Si G est simplement connexe, cela est imme´diat. Sinon on conside`re
l’e´pimorphisme f : G → G de´fini au-dessus d’un ouvert non-vide de X et induisant une
e´galite´ des points rationnels sur chaque corps local complet K̂X,x := ÔX,x. On affirme que
G(ÔX,x) → G(ÔX,x) est aussi bijectif presque partout, lequel se ve´rifie plus commode´ment
avec chaque terme Z ou Ua de la grosse cellule graˆce a` l’injectivite´ presque partout de
H1(N, ÔX,x) → H1(N, K̂X,x), ou` N est le noyau de la restriction de f a` Z ou Ua. En effet,
vu que N s’identifie dans chacun des cas a` un produit de restrictions des scalaires de groupes
plats et finis, cela re´sulte d’une application de la suite spectrale de Leray et du crite`re valuatif
de proprete´ (comparer avec la prop. 4.2.1., le lem. 4.2.5. et la prop. 4.2.9. de [Ros18]).
Lorsque G = Z est commutatif, il faut montrer que G s’e´tend en son propre mode`le de
Ne´ron connexe au-dessus d’un ouvert assez petit. Si G est de type minimal, c’est-a`-dire si
l’application naturelle iG : G→ RK ′/KG′ vers la restriction des scalaires du quotient re´ductif
ge´ome´trique est injective, alors l’assertion devient e´vidente, puisque G′ est un tore. Sinon on
conside`re l’extension 1→ N → G→ Gprtm → 1, re´garde´e ici comme e´tant de´fini sur l’ouvert
U , et l’on affirme que, quitte a` diminuer celui-ci, alors l’application N(ÔX,x) → N(K̂X,x)
est bijective et H1(N, ÔX,x) → H1(N, K̂X,x) est injective pour tout x ∈ U . L’injectivite´
ge´ne´rique du premier groupe de cohomologie est un fait ge´ne´ral de´ja` observe´ dans le pa-
ragraphe pre´ce´dent. D’autre part, vu que par hypothe`se N n’admet qu’un nombre fini de
points a` valeurs dans une extension se´parable, son plus grand sous-groupe ferme´ lisse N lis
est fini e´tale, cf. [CGP15], lem. C.4.1. Cet e´tat des choses peut eˆtre suppose´ valide sur notre
ouvert U , d’ou` l’e´galite´ cherche´e, d’apre`s le crite`re valuatif de proprete´ applique´ a` N lis. Grace
a` ces hypothe`ses, nous ve´rifions sans peine que G(ÔX,x) est le produit fibre´ de Gprtm(ÔX,x) et
G(K̂X,x) sur G
prtm(K̂X,x), lequel n’est autre que le plus grand sous-groupe borne´ de G(K̂X,x),
d’apre`s la prop. 4.3 (en effet, les caracte`res rationnels de G et de Gprtm co¨ıncident). 
La de´monstration pre´ce´dente montre que le crite`re ge´ome´trique conjecture´ par T. Richarz
est e´troitement lie´e avec la conj. I de [BLR90], 10.3. De plus, si tout groupe unipotent
ploye´ commutatif e´tait le quotient unipotent d’un certain groupe pseudo-re´ductif commutatif,
comme l’a demande´ B. Totaro dans [Tot13] ques. 9.11, nous pourrions de´duire de cela la
ve´rite´ de cette conjecture dans le cadre ci-dessus d’une courbe lisse sur un corps parfait. En
matie`re de cette question, quelques progre`s ont e´te´ accomplis par R. Achet (voir [Ach19a] et
[Ach19b]).
Note ajoute´e aux e´preuves. Apre`s l’e´criture de ce texte, je me suis aperc¸u qu’il e´tait loisible d’effacer l’hypothe`se
du corps re´siduel parfait, tout en conservant l’excellence et l’henselite´, graˆce au raisonnement suivant. E´tant donne´s
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un groupe quasi-re´ductif G quasi-de´ploye´ sur le corps K et un sous-tore de´ploye´ maximal S de G, alors l’image S′
de S dans le quotient re´ductif G′ de G sur le corps de de´finition K′ du radical unipotent ge´ome´trique est encore un
sous-tore de´ploye´ maximal, faisant de G′ un groupe quasi-de´ploye´ au-dessus de K′. De plus, on obtient la relation
suivante entre leurs syste`mes de racines suivant S resp. S′ : Φ′ est contenu dans Φ et contient toutes les racines non
multipliables Φnm de Φ. D’autre part, il s’ave`re que l’application canonique iG : G → RK′/KG
′ induit une injection
entre les point rationnels des sous-groupes radiciels. On peut alors construire une valuation ϕ de G(K) en prenant
l’image re´ciproque d’une valuation ϕ′ de G(K), autrement dit en posant ϕa = ϕ
′
a ou
1
2
ϕ′2a, selon que a appartient a`
Φ′ ou non. Ceci recadre la preuve de la prop. 3.2 et les restantes propositions de cet article en re´sultent, sans meˆme
comprendre a` fond la classification de [CP16] (voir [Lou20] pour plus de de´tails).
Re´fe´rences
[Ach19a] R. Achet. Picard group of unipotent groups, restricted Picard functor. 2019. hal-02063586v2.
[Ach19b] R. Achet. Unirational algebraic groups. 2019. hal-02358528.
[Ana73] S. Anantharaman. Sche´mas en groupes, espaces homoge`nes et espaces alge´briques sur une base de
dimension 1. Me´moires de la S.M.F., tome 33 (1973), p. 5-79.
[BD96] A. Beilinson & V. Drinfeld. Quantization of Hitchin’s integrable system and Hecke eigensheaves.
http://math.uchicago.edu/~drinfeld/langlands/hitchin/BD-hitchin.pdf.
[BS17] B. Bhatt & P. Scholze. Projectivity of the Witt vector affine Grassmannian. Invent. Math. 209
(2017), no. 2, 329-423.
[BoT78] A. Borel & J. Tits. The´ore`mes de structure et de conjugaison pour les groupes alge´briques line´aires.
C. R. Acad. Sci., tome 287 (1978), 55-57.
[BLR90] S. Bosch, W. Lu¨tkebohmert & M. Raynaud. Ne´ron Models. Ergebnisse der Mathematik und ihrer
Grenzgebiete (3), 21, Berlin, New York : Springer Verlag (1990).
[BT72] F. Bruhat & J. Tits. Groupes re´ductifs sur un corps local : I. Donne´es radicielles value´es. Publ.
math. de l’I.H.E´.S., tome 41 (1972), p. 5-251.
[BT84] F. Bruhat & J. Tits. Groupes re´ductifs sur un corps local : II. Sche´mas en groupes. Existence d’une
donne´e radicielle value´e. Publ. math. de l’I.H.E´.S., tome 60 (1984), p. 5-184.
[Co12] B. Conrad. Finiteness theorems for algebraic groups over function fields. Compos. Math 148 (2012),
555-639.
[CGP15] B. Conrad, O. Gabber & G. Prasad. Pseudo-reductive groups. New Mathematical Monographs
26. Cambridge : Cambridge University Press (ISBN 978-1-107-08723-1/hbk; 978-1-316-09243-
9/ebook). xxiv, 665 p. (2015).
[CP16] B. Conrad & G. Prasad. Classification of pseudo-reductive groups. Annals of Mathematics Studies
191, Princeton University Press (2016).
[HLR] T. Haines, J. Lourenc¸o & T. Richarz. On the normality of Schubert varieties : remaining cases in
positive characteristic. En pre´paration.
[HR08] T. Haines & M. Rapoport. On parahoric subgroups. Adv. Math. 219 (2008), 188-198.
[La96] E. Landvogt. A compactification of the Bruhat-Tits building. Lect. Notes in Math., vol. 1619,
Springer-Verlag, Berlin, 1996.
[Lan52] S. Lang. On quasi algebraic closure. Annals of Mathematics, Second Series, Vol. 55, No. 2 (1952),
373-390.
[Lou19] J. Lourenc¸o. Grassmanniennes affines tordues sur les entiers.
https://arxiv.org/abs/1912.11918.
[Lou20] J. Lourenc¸o. Zwei Ansa¨tze zu lokalen Modellen. En pre´paration.
[MRR20] A. Mayeux, T. Richarz & M. Romagny. Torsors under Ne´ron blow-ups.
https://arxiv.org/abs/2001.03597.
THE´ORIE DE BRUHAT-TITS POUR LES GROUPES QUASI-RE´DUCTIFS 31
[Oes84] J. Oesterle´. Nombres de Tamagawa et groupes unipotents en caracte´ristique p. Inventiones mathe-
maticae 78 (1984) : p. 13-88.
[PR08] G. Pappas & M. Rapoport. Twisted loop groups and their affine flag varieties. Adv. Math. 219,
No. 1, 118-198 (2008).
[PZ13] G. Pappas & X. Zhu. Local models of Shimura varieties and a conjecture of Kottwitz. Invent. Math.
194, No. 1, 147-254 (2013).
[Pr16] G. Prasad. A new approach to unramified descent in Bruhat-Tits theory.
https://arxiv.org/abs/1611.07430.
[Ray70] M. Raynaud. Faisceaux amples sur les sche´mas en groupes et les espaces homoge`nes. Lecture Notes
in Mathematics, Vol. 119, Springer-Verlag, Berlin, 1970.
[Ri16] T. Richarz. Affine Grassmannians and geometric Satake equivalences. Int. Math. Res. Not., Vol.
2016, Issue 12, 3717–3767 (2016).
[Ri19] T. Richarz. Erratum to “Affine Grassmannians and geometric Satake equivalences”. Int. Math.
Res. Not., rnz210 (2019).
[Ros18] Z. Rosengarten. Tate duality in positive dimensions over function fields.
https://arxiv.org/pdf/1805.00522.pdf.
[SS97] P. Schneider & U. Stuhler. Representation theory and sheaves on the Bruhat-Tits building. Publ.
math. de l’IHE´S, tome 85 (1997), 97-191.
[SGA3] SGA 3. Sche´mas en groupes. III : Structure des sche´mas en groupes re´ductifs. Se´minaire de
Ge´ome´trie Alge´brique du Bois Marie 1962/64 (SGA 3). Dirige´ par M. Demazure et A. Grothen-
dieck. Lecture Notes in Mathematics, Vol. 153, Springer-Verlag, Berlin, 1962/1964.
[Sol18] M. Solleveld. Pseudo-reductive and quasi-reductive groups over non-archimedean local fields. Jour-
nal of Algebra 510 (2018), 331-392.
[St59] R. Steinberg. Variations on a theme of Chevalley. Pacific J. Math., Vol. 9, No. 3, 875-891 (1959).
[St68] R. Steinberg. Endomorphisms of linear algebraic groups. Memoirs of the American Mathematical
Society, No. 80 (1968).
[Ti71] J. Tits. Repre´sentations line´aires irre´ductibles d’un groupe re´ductif sur un corps quelconque. Jour-
nal fu¨r die reine und angewandte Mathematik 247 (1971) : 196-220.
[Ti84] J. Tits. Groups and group functors attached to Kac-Moody data. Arbeitstagung Bonn 1984, p.
193-223.
[Ti86] J. Tits. Immeubles de type affine. Buildings and the geometry of diagrams, Como (1984), L. A.
Rosati, Lect. Notes in Math., Springer Verlag, Berlin 1986, 159-190.
[Ti87] J. Tits. Uniqueness and presentation of Kac-Moody groups over fields. J. Algebra 105 (1987), no
2, 542-573.
[Ti89] J. Tits. Groupes associe´s aux alge`bres de Kac-Moody. Aste´risque, tome 177-178 (1989), Se´minaire
Bourbaki, exp. no 700, p. 7-31.
[Ti92] J. Tits. Twin buildings and groups of Kac-Moody type, Groups, combinatorics and Geometry,
Durham 1990, London Math. Soc. Lect. Series 165, Cambridge University Press (1992), 249-286.
[Tot13] B. Totaro. Pseudo-abelian varieties. Annales scientifiques de l’E´cole Normale Supe´rieure, serie 4,
tome 46 (2013) no. 5, p. 693-721.
[WW80] W. C. Waterhouse & B. Weisfeiler. One-dimensional affine group schemes. J. Algebra, Vol. 66
(1980), no 2, p. 550-568.
[Yu15] J.-K. Yu, Smooth models associated to concave functions in Bruhat-Tits theory. Autour des sche´mas
en groupes, vol. III, 227-258, Panor. Synthe`ses, 47, Soc. Math. France, Paris (2015).
[Zhu16] X. Zhu. An introduction to affine Grassmannians and the geometric Satake equivalence.
https://arxiv.org/abs/1603.05593.
[Zhu17] X. Zhu. Affine Grassmannians and the geometric Satake in mixed characteristic. Ann. of Math.
(2) 185 (2017), no 2, 403-492.
32 J. LOURENC¸O
Mathematisches Institut der Universita¨t Bonn, Endenicher Allee 60, 53115 Bonn, Deut-
schland
E-mail address : lourenco@math.uni-bonn.de
